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Р о з д іл  1
ОСНОВНІ т и п и  
І МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 
ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ РІВНЯНЬ

1.1. Основні формули

1. sin2x + cos1*  = 1.
2. sin*/cos* = tgx, якщох Ф п /2  + п к ,к е  Z.
3. cos* / sin* = ctgx, якщо x Ф тс k, k  є Z.
4. 1 /cos* = see*, якщ ох*я/2 + яА, k e  Z.
5. 1 / sin* = cosecx, якщо х Ф к к ,к е  Z.
6. 1 + tg2x = sec2*, якщо x Ф n / 2 + К k, k є  Z.
7. 1 + ctg2x = cosec1*, якщо *  *  я k ,k  e Z.
8. sin(x ± y) = sinxcosy + cosxsiny.
9. cos(* ± y ) -  cosxcosy + sinxsiny.

10. tg(x±y) = (tgx + tgy)/ (1 T tgxtgy), якщо *, у, x ± у ф я і 2 + я к, 
к е  Z.

11. ctg(x ±>’) = {ctgrctgv ТІ)/ (ctgy ± ctg*), якщо *, у, *  ± у  Ф я к,к є  Z.
12. sin2*  = 2sin*cos*.
13. cos2*  = cos1*  -  sin1*  = 2cos2x - 1 - 1  -  2sin2x.
14. sin3x = 3sinx -  4sin3x.
15. cos3x = 4cos3*  -  3cosl*.
16. tg2x = 2tjg*/ (1 -  tg2x ),якщо 2x ,х * я /2 + яА, £eZ .
17. tg3x = {3tgx-  tg3x) / (1 -3 tg 2*), якщо З х ,х *я / 2  + я  k, k e  Z.
18. ctg2x = (ctgzx -  1) / 2ctgx, якщо *  Ф я k / 2, k є  Z.
19. ctg3x = (ctg3* -  3ctg*) / (3ctg2x -  1), якщ ох^я k / 3 , k e Z.
20. sin(x / 2) = ±-y/(l -  cos x) / 2.

21. cos(x/ 2) = ±yj( 1 + cosx)/2.

22. tg(x/ 2) = ±*J(1 -  cos x) /(1 + cos*), якщо x Ф я + 2я k ,k e  Z.

23. ctg(x/2) = ±л/(1 + cosx)/(1 - cosx), x * 2 i t k t keZ .

~ПрииЬта У  формулах 2 0  —  23 перед радикалом потрібно вибирати знак
«+ » або « -»  залежно від того, в якій чверті міститься кут.
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24. tg(x / 2) = sinx / (1 +cosr) = (l -cosx)/ sinx, якщо x *  я + 2кк,кє Z.
25. ctg{x/ 2) = (1 + cos*) / sinx = sinx/ (1 -  cosx), якщоx Ф 2nk, ke.Z,
26. cosx = (l -  tg2(x / 2)) / (1 + tg2{x / 2)), якщо x # k + 2nk, k&Z.
27. sinx = 2tg(x / 2) / (1 + tg2(x/2)), якщох *  n + 2nk, k<= Z.
28. tgx = 2tg(x /2) / (1 -  tg2(x / 2)), якщо xtx / 2 ^ n / 2  + Kktk^Z.
29. ctgx = (1 -  tg2(x/2)) / 2tg(x / 2), якщох ^ ji&, /teZ.
30. sinx + siny = 2sin((x + y ) /  2)cos((x-у )  12).
31. sinx -  siny = 2sin((x- y )  / 2)cos((x + у) 12).
32. cosx + cosy = 2cos((x + y) / 2)cos((x - у ) !  2).
33. cosx -  cosy = -  2sin((x + y) / 2)sin((x -у )  12).
34. tgx ± tgy = sin(x ± y) t (cosxcosy), якщо x, у  Ф к  / 2 + жк, кє Z.
35. ctgx ± ctgy = ± sin{x + v) / (sinxsiny), якщо x, 7  Фпк, kzZ.
36. cosxcosy = (cos(x — y) + cos(x + y)) / 2,
37. sinxsiny = (cos(x -y )  -  cos(x +y)) / 2.
38. sinxcosy = (sin(x-y) + sin(x + y)) / 2.
39. sin2x = (1 -  cos2x) / 2.
40. cos2x = (1 + cos2x) / 2.
У курсі елементарної математики тригонометричні рівняння роз­

глядаються на множині дійсних чисел. При розв’язуванні тригоно­
метричних рівнянь спочатку потрібно визначити область допус­
тимих значень невідомого, враховуючи, що функції cosx і sinx 
визначені при всіх дійсних значеннях х, функція tgx визначена при 
х ^ п(2к + 1) / 2, де keZ, і функція ctgx визначена при х Ф пк, ktZ .

Загального методу розв’язування тригонометричних рівнянь не 
існує, І пошук розв’язання в кожному конкретному випадку по­
требує певної майстерності у виконанні тригонометричних перетво­
рень, знання тригонометричних формул. Потрібно зазначити, що 
при розв’язуванні найпростіших тригонометричних рівнянь запис 
розв’язків має однозначну форму. У більш складних прикладах 
форма запису множини розв’язків неоднозначна, але ідентичність 
різних форм запису завжди можна довести за допомогою тотожних 
перетворень. Різна форма запису пояснюється різними методами, за 
допомогою яких розв’язується дана задача. Розв’язування різних 
типів тригонометричних рівнянь в основному зводиться до розв’я­
зання найпростіших тригонометричних рівнянь. Розглянемо способи 
розв’язування деяких типів тригонометричних рівнянь.

1.2. Найпростіші тригонометричні рівняння

[ Тригонометричним рівнянням називається рівність,
яка містить невідому величину тільки під знаками 
тригонометричних функцій і справджується тільки
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при деяких певних значеннях невідомої величини. Ці значення на­
зиваються розв ’язками рівняння.

Якщо невідома величина входить у рівняння не тільки під зна­
ками тригонометричних функцій (наприклад, 4х2 + 4шпюс + 1 = 0 ) , 
то таке рівняння називається мішаним тригонометричним рівнянням.

іШначення 2 Найпростішими тригонометричними рівняннями на­
зиваються рівняння виду
cos х = a, sin х = a, tg х = a, ctg х = а,

де о — дане число.
Розв’язати найпростіше тригонометричне рівняння — означає 

знайти множину всіх кутів (дуг), які мають дане значення а  триго­
нометричної функції. Розглянемо кожне з цих рівнянь докладно.

Рівняння
С08х = а, (1)

Якщо |я(<1, то існують дві симетричні відносно осі абсцис дуги 
агссоз а  і -агссоз а, косинус яких має задане значення. Загальний 
розв’язок рівняння (1) має вигляд:

х = ± агссов а  + 2кк, ке Z, агссоя а е  [0, л],
агссоз(- а) = ж -  агссоз а. (2)

Частинний розв’язок рівняння дістанемо, якщо в правій частині 
формули (2) виберемо знак і надамо к деякого цілочислового значення.

Якщо |а|>1, то рівняння (1) не має розв’язків.
Рівняння

яіпх^а. (3)
Якщо |оІ<1, то синуси дуг агсБІп а  І л-агсзіп а  мають задане 

значення а. Загальний розв’язок рівняння (3) має вигляд:
х = ( -  1)*агс8Ін а  + пк, к е і ,  агсяіп а е  [-  % / 2, л / 2],

агсБІп(- а) = -  агсзіп а. (4)
Якщо І а\> 1, то рівняння (3) не має розв’язків.
Рівняння

ід х - а ,  (5)
сг^ = а, а є  ] -  «[. (6)

При довільному а  рівняння (5) і (6) мають нескінченну множину 
розв’язків. Загальний розв’язок рівняння (5) записується у вигляді:

х = arctg а  + %к, keZ, arctg а е  ] -  ж 12, я / 2[, 
arctg(- а) = -  arctg а, (7)

sin2x = я2, 
tg2x = c2,

а загальний розв’язок рівняння (6) має вигляд:
х = arcctg а  + жк, ке Z, arcctg а е  ]0, я[,

arcctg(- а) = ж -  arcctg а. (8)
Кожне з тригонометричних рівнянь виду

cos2x = b1, 
ctg2x = d 2

рівносильне сукупності двох найпростіших рівнянь. Справді, із 
рівняння sin2x = а2 дістаємо:

[sinx = я 
sin х = -а ,

звідки
Х\ = (-  1)* arcsin а  + пк, х2 = ( -  1) arcsin а  + тОс, ке Z.

Обидва розв’ язки можна об’ єднати однією формулою: 
х -  ± arcsin а  + жк, keZ,

Аналогічно робимо висновок, що всі розв’язки рівнянь cos х — b , 
tg2x = с2, ctg2x = d 1 містяться відповідно у формулах:

х = iarccosi + жк,
х -  tarctgc + пк,
х = iarcctgd  + пк, ке Z.

Запишемо розв’язки найпростіших тригонометричних рівнянь 
для деяких значень величини а.

Рівняння
sinx = 1 
sinx = 0 
sinx = - 1  
cosx= 1 
cosx = 0 
cosx = -  1 
tgx — 1 
tgx = 0 
tgx = -  1 
ctgx = 1 
ctgx = 0
ctgx = - 1

Його корені 
x = ж / 2 + 2 nk 
x — nk
x = -  it / 2 + 2nk 
x - 2  nk 
х - ж / 2  + nk 
x = n + 2nk 
x - n !  4 + nk 
x - n k
x = - n f  4 + nk
х = к / 4 + nk 
x = n / 2  + nk 
х = 3 к / 4 + nk(keZ).



Рівняння виду
sin/O) -  a, cosf(x) -  a, tgf(x) = a, ctgf(x) = а,

де .Дх) — деяка функція від х, а  — дане число, зводяться до най­
простіших тригонометричних рівнянь за допомогою заміни Дх) = /. 
У цьому разі при виборі к потрібно звернути увагу на область зміни 
функції Д*).

Приклад 1. Знайти дійсні розв’язки рівняння 
c o s {^ -2)=  1 / 2.

Разе ’язання.

х2- 2 =  + я/ 3 + Ink, тобто х2 = 2 ± л / 3  + 2л к, 

х=±уІ2±л/3  + 2пк.

Оскільки значення х мають бути дійсними, необхідно, щоб вико­
нувалась умова 2 ± ті / 3 + 2як > 0, звідки к -  0, і, 2 ,.„, тобто 
к е  {0}Utf.

Відповідь: X -  {±  ̂ 2±л/3 +2 лк }, it є  {0} U X.

Приклад 2. Розв’язати рівняння

sin((5jt / 3)cosrcx) =1/2.
Розв ’язання. (5я / 3)costoc = (-  1 )* л  / 6 + лк о  

. <=> cosjtx = 3[(- 1)* / б + А] / 5.
Оскільки I cosjdc 15 1, то к — 0, ± 1. Дістаємо сукупність трьох най­

простіших рівнянь:
cos Лх = 1/10
cosjct-1/2

* cos Ях = -7  /10,
звідки

ДС| = ±(arccos( 1 / 10)) / л + 2к, х2 = ± 1 / 3 + 2к, 
х3 = + (arccos (-7 /10)) / я + 2£ = ± (я - arccos (7 / 10)) /п  + 2к, keZ.

Відповідь: Х= {± (arccos(l / 10)) / ж + 2к, ± 1 / 3 + 2к,
± (я -  arccos(7 / 10)) / л + 2к], keZ.

Приклад 3. Серед коренів рівняння

(cos3jlc) /(1 + Тзхглх) =  о

знайти найменш віддалений від числа л/8 на числовій осі.
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Розв’язання. Враховуючи область визначення функції, яка вхо­
дить у ліву частину рівняння, дістаємо еквівалентну мішану сис­
тему:

CQSJCt *  0 
■ l + VJtgroc^O 

cos3nx = 0,

звідки знаходимо такі розв’язки:

х ^ 1/2 + А:
< х *  - 1/6 + к

х = 1/6 + я/З, де к е  Z, п є  Z.

З’ясуємо, які зі знайдених значень х не входять до області 
визначення. Маємо:

1 /6 + л/3 = 1 /2 + *  при п = 1 + ЗА:,
1 / б + л / 3 = -1 / 6 + *  при и = -  1 + ЗА.

Зазначимо, що п - 3 к ±  \,к е  Z —-це множина всіх цілих чисел, 
які не діляться на 3. Отже, формула для х, яка описує розв’язки 
даного рівняння, має містити тільки такі значення п, які діляться на 3. 
Поклавши « = 3А, дістанемох = 1 / 6 + А, к е  Z.

Тепер зі знайдених розв’язків рівняння виберемо той, який
задовольняє додаткову умову задачі. Оскільки V8 = 2\/2 і 2, 82 < 
<2^2  <2,84, то достатньо розглянути два числах = 1 / 6 + 2 іх = 1 / 6 +  
+ 3, найближчих до числа л/в . Задача звелась до порівняння чисел

І 13 / 6 -  2 л/2 І = 2 л/2 -1 3 / б і | l9/ 6-2V 2  І = 1 9 / 6 -2  >І2. 
Справджується нерівність:

1 9 / 6 -2>/2 <2\І2 -1 3 / 6 .

Справді, вона рівносильна нерівності 4 V2 >31/6, яка доводить­
ся піднесенням обох частин нерівності до квадрата. Отже, шуканим 
розв’язком рівняння є число тс — 19/6.

Відповідь. X -  {19/ 6}.

Приклад 4. Знайти всі розв’язки рівняння
sin(K -  4х) - 2 -  4sm2xsin2x -  2sin2x, 

які задовольняють нерівність х2 -  4х + 3 < 0.
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Розв’язання. Враховуючи, що sin(n -  а) = sin а, маємо

sin4x -  2 = 2sin2x(2sin2x -  1) <=>
«• sin4x -  2 -  -  2sin2xcos2x «>
»  sin4x -  2 = -  sin4x <=> sin4x = 1.

Таким чином, початкове рівняння еквівалентне рівнянню яіп4д: -  1, 
звідки

х = я / 8 + к к / 2, кєХ.
Якщо х2 -  4х + 3 < 0, то 1 < х < 3. Розглянемо нерівності

1< я / 8  + я * / 2 < 3 »  8<гс(1 + 4*) < 24.
Звідси випливає, що к  може набувати лише одного цілого 

значення (к -  1). При цьому х =  5я / 8.

Відповідь: X  = {5я / 8},

1.3. Зведення тригонометричних рівнянь 
до найпростіших за допомогою тотожних перетворень

1.3.1. Перетворення суми на добуток і навпаки

Методом розкладання на множники можна розв’язати рівняння 
типу

зіпДх) = зіп^х), ( 1)
соб/ х) -  сок^х), (2)
5ІП>(ДС) -  СОв^х), (3)

деДх), ^(х) — задані функції від х. Розглянемо, наприклад, рівняння 
(1). Перенесемо 5н ^ (х ) в ліву частину рівняння і застосуємо фор­
мулу різниці синусів. Маємо

2зіп((Дх) -  g(x)) / 2)сої((Дх) + і (х)) / 2) = 0.

Отримане рівняння еквівалентне сукупності двох рівнянь:

"/ (* ) -£ (* )  = 2пк 
./(•*) + г(х) = я + 2 пк,

де вибір к залежатиме від лівих частин рівнянь. Розв’язуючи здо­
буті рівняння, визначаємо х. Аналогічно розв’язується рівняння (2).

Рівняння (3) за допомогою формули зведення зводиться до рів­
няння ( 1), адже СОБ§(х) = 8Іп(я / 2 -  g(x)).

Приклад 1. Розв’язати рівняння
sin 2х = sin Зх.

Розв 'язання.
sin 2 х -  sin 3 х = 0 <=> 2 sin(-х / 2)cos(5 х / 2) = 0.

Останнє рівняння еквівалентне сукупності двох рівнянь

sin(x/2) = 0 
cos (5х/2) = 0,

звідки X] -  2я£,х2 = п(2к + 1) / 5, keZ.
Відповідь.X = {Ink, п(2к + 1) / Ь},кв.2.

Приклад 2. Розв’язати рівняння
cos х -  cos 2х -  sin Зх = 0.

Розв’язання. Згрупуємо члени рівняння (перший з другим) і 
перетворимо ліву частину на добуток:

2sin (Зх / 2) sin (х / 2) -  2sin (Зх / 2) cos (Зх / 2) = 0 о  
<=> 2sin (Зх / 2)(sin(x / 2) -  cos(3x / 2)) = 0.

Це рівняння еквівалентне сукупності рівнянь

sin(3x/2) = 0
sin(x / 2) -  cos(3x / 2) = 0,

У другому рівнянні виконуємо заміну sin(x 1 2 ) -  cos(n / 2 -  х / 2) і 
різницю косинусів перетворюємо на добуток:

2 sin(x / 2 + я / 4)sin(x -  я / 4) = 0.
Дістаємо еквівалентну сукупність рівнянь:

sin(3x/2) = 0 
5Іп(х/2 + я /4) = 0 
5Іп(х - я/4) = 0,

звідки х, =2пкІ 3 ,х2 = - я /2 + 2яА,х3 = я /4 + я£, AeZ.
Таким чином, розв’язок заданого рівняння складається з трьох 

нескінченних сукупностей Хі, х2, х3.
Відповідь. X -  { -  я / 2 + 2пк, 2пк / 3, я / 4 + яk}t keZ.

Приклад 3. Розв’язати рівняння
sinx + sin2x + sin3x = 1 + cosx + cos2x.



Розв ’язання. Згрупуємо члени рівняння:

(siiur + sin3jc) + sin2x -  (1 + со sir) + cosx.

Використовуючи формули суми синусів І ділення аргументу 
навпіл, дістаємо:

2sin2xco&x + sin2x = 2cos2x + cosx о  
<=> sin2x(2cosx + 1) = cosx(2cosx + 1) «
»  (2cosx + l)(sin2x -  cosx) -  0.

Останнє рівняння еквівалентне сукупності двох рівнянь:

2cosx + l = 0 
sin 2х -co sx  = 0.

Застосовуючи формулу синуса подвійного аргументу, друге рівнян­
ня перепишемо у вигляді

2sinxcosx -  cosx -  0, або cosx(2sinx -  1) = 0.

Дістаємо еквівалентну сукупність рівнянь:

2cosx + l - 0  
cosx = 0 
2s in x -l = 0,

звідкиХі - ± 2 л /3 + 2л£,х2 -  я / 2 + яА,х3 -  (-  1 )* я / 6 + яй, Z. 
Відповідь: X  -  {±2я/3 + 2яА, n /2  + кк, ( -  1)*я/6 + nk},keZ .

Приклад 4. Розв’язати рівняння

4cosxsin(30° + x)cos(60° + х) = cos23x.

Розв ’язання. Доведемо тотожність 4cosxcos(60° -  x)cos(60° + х) = 
= cos3x.

Справді,

4cosxcos(60°-x)cos(60° +х) = 2cosx(cosl200 + cos2x) =
= 2cosx{- 1 / 2) + 2cosxcos2x = -  cosx + cos3x + cosx = cos3x.

Далі зазначаємо, що sin(30“ + x) = cos(60° -  x), і розв’язуємо почат­
кове рівняння:

4cosxcos(60° -  x)cos(60° + x) = cos23x 
o  cos3x -  cos23x cos3x( 1 -  cos3x) = 0.
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Дістаємо сукупність двох рівнянь:
cos3x = 0 
l-co s3x  = 0,

звідки X) = я / 6 + тік і 3, хг -  2яА і 3, Ає Z.
Відповідь. X  — {я / 6 + яА/ 3 ,2яА/ 3}, keZ.

Приклад 5. Розв’язати рівняння
tgx + tg4x = tg2x + tg3x.

Розв ’язання. Застосувавши формулу для суми тангенсів, дістанемо: 
sin5x / (cosxcos4x) = sin5x і (cos2xcos3x).

Перенесемо всі члени рівняння в ліву частину:
sin5x(cos2xcos3x -  cosxcos4x) і (cosxcos4xcos2xcos3x) = 0.

Це рівняння еквівалентне мішаній системі

{ cos х cos 2х cos Зх cos 4х Ф 0 
sin 5x(cos 2х cos Зх -  cos х cos 4х) = 0.

У рівнянні системи перетворимо добуток косинусів на суму 
тригонометричних функцій:

sin5x((l / 2)cos5x + (1 / 2)cosx -  (1 / 2)cos5x -  (1 / 2)cos3x) = 0 єф 
»  sin5x(cosx -  cos3x) = 0.

Використовуючи формулу різниці косинусів, маємо: 
sin5x sinx sin2x = 0.

Таким чином, дістали еквівалентну мішану систему:

cosx cos2x cos3x cos4x Ф 0
f cos x cos 2x cos 3x cos 4x^ 0 
} sin 5x sinx sin 2x = 0

sinx = 0 
sin2x = 0 
sin 5x = 0.

Розв’язуючи сукупність рівнянь системи, знаходимо:
X] =тік,Х 2-пк/2,Х з-тік/5, keZ.

Враховуючи нерівність мішаної системи, одержуємо висновок, 
що початкове рівняння має розв’язки X) = яА і хг = яА І 5, які можна 
об’єднати однією формулою: х = як / 5, к ег .

Відповідь.X-  {яА/5},*е £
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Розв ’язання,
sm(40° + х) cos (5° -  х) / (cos(40° + х) sin (5°-х )) = 2/3.

Це рівняння еквівалентне мішаній системі 

cos(40°+ x)sin (5°-x);*0
3sin{40° + x)cos(5° -  x) -  2 cos(40° + x) sin(5° ~ x) = 0.

Перетворюючи добуток тригонометричних функцій на суму, 
дістаємо:

І cos(40° + x)sin(5° -  х) Ф 0
\ 3(sin(35° + 2х) + sin 45°) -  2(sin 45° -  sin(35° + 2х)) = 0 <=>

cos (40° + x)sin(5° - x ) * 0  
5sin(35° + 2x) = -72/2.

Розв’язуючи систему, знаходимо:

x = -  7д / 72 + ((- l)* + ’arcsin(72 / 10)) / 2 + лЛ/2, AeZ.

Відповідь. X = {-7 it / 72 + ((-і/  + Wcsint 72 / 10)) / 2 + пкі 2},к є Z,

Приклад 7, Розв’язати рівняння
sinxcos5x = sin9xcos3x.

Розв 'язання.
Перетворивши добуток тригонометричних функцій на суму, за­

пишемо рівняння у вигляді
(sin6x -  sin4x) і 2 -  (sinl2x + sin6x) / 2.

Звідси дістаємо
sin!2x + sin4x = 0,

або, використовуючи формулу суми синусів, маємо:
2sin8xcos4x = 0.

Це рівняння еквівалентне сукупності двох рівнянь:

sin8x = 0 
cos4x=0,

звідки хі = пк / 8, х2 = я / 8 + пк 14, к& Z.

Приклад б. Розв’язати рівняння

tg(40° + x)ctg(5° -  х) = 2 / 3.
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Зазначаємо, що множина розв’язків Х2 міститься у множині роз­
в’язків X), а отже, розв’язок початкового рівняння х = / 8, &eZ.

Відповідь. X — {тік / 8}, Ає Z.
Дане рівняння можна легко розв’язати, перетворивши добуток 

тригонометричних функцій на суму, оскільки в лівій і правій час­
тинах рівняння маємо однакові члени (sin6x) / 2. Аналогічно можна 
розв’язати рівняння виду:

sinoxcosix = sincxcosnbr, 
sinaxsin6x = coscxcosdx, 
sinaxsinZw = sincxsintfa, 
cosaxcosbx -  coscxcoscbc,

якщо, наприклад, виконано умову a - b - c - d .

1.3.2. Введення допоміжного кута

Розв’яжемо рівняння nsinx + bcosx ~ с. Якщо с ~ 0, то рівняння 
однорідне. Нехай о > 0, с *  0 (обмеження a > 0  неістотне,
оскільки заміною знаків у членів рівняння можна зробити коефі­
цієнт при sinx додатним). Спочатку перетворимо вираз asinx + 6cosx. 

Побудуємо на площині точку Щ а, Ь). Довжина радіуса-вектора
ОМ дорівнює r = 7 а 2 + Ь1 . Косинус і синус кута (р, утвореного з
віссю абсцис, такі: coscp = a iyja2 + Ь2 , simp = b  /yja2 + b2 . Вико­
наємо перетворення: .

osinx + bcosx = sla1 + b 2 ((asinx) / 7 a 2 + b2 + (bcosx) / 7 a2 + b2 ) -
= yja2 + b2 (sinxcostp + cosxsimp) = 7 a 2 + b2 sin(x + tp).

Кут (p називають допоміжним кутом. Таким чином, початкове 
рівняння набирає вигляду:

sin(x + <р) = с / 7 а г + Ь2 .

Це найпростіше рівняння має розв’язок, якщо 1с/7а2 + Ь2 |<1,або 
с2< а3 + Ь7. За цією умовою

х = -  ср + ( -  l)*arcsin(c/7 <з2 + b2 ) + nk, keZ.

Оскільки costp > 0, то аргумент (р можна вибирати в інтервалі
] -  іс / 2, я / 2[, тобто «р = arcsin(fr /7а2 + Ь2 ). Тоді розв’язок 
рівняння tfsinx + bcosx = с запишеться формулою:
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х ~ -  агсзіп(6 / 4 а 2 + Ь2 ) + ( -  1 )*агсзіп{с / л/<з2_+ б2 ) + кк 

Приклад 1, Розв’язати рівняння

созбх-л/І зіпбх — — 1.

Розв’язання. Ввівши допоміжний кут, дістанемо:

2((соз6х)/2 - ( Т з  зіпбх)/2) = -  1 <=>
«  2(ЗІП(Я / 6)С03бх -  С05(Я / 6)ЗІп6х) = -  1 «■

«  2зіп(я / 6 -  6х) = -  1 <=> зіп(я / 6 -  6х) = -  1 / 2,
ЗВІДКИ

х = ге/36 + (-1 )*л / 36-яЛ / 6,Л єг 

ВвЗиое/дь. А" -  {я / 36 +  ( -  1)*я / 36 -  я£ / 6} , 2 .

Приклад 2. Розв’язати рівняння

2вІп1 їх + л/з зіп5х + сов5х = 0.

Розв’язання. Маємо

2зіп1 їх + 2(( VI віпЗх) 12 + (собЗх) / 2) = 0.

Оскільки VI / 2 = созя У 6 і 1 / 2 -  віпя / 6, то

2зіп 1 їх + 2зіп(5х + я / 6) = 0 «
<=> віпі їх + зіп(5х + я / 6) = 0.

Перетворюючи суму синусів на добуток тригонометричних функ­
цій, дістаємо:

Х[ = я(12к -  1) / 96, х2 = я(12£ + 7) і 36, кє2.

Відповідь. X -  {я(12*~ 1) / 96, п{\2к + 7)/ 36}, ке І .

Приклад 3, Розв’язати рівняння

(віп2х + VI соз2х)2 -  5 = соз(я / 6 -  2х).

Розв ’язання. Подамо дане рівняння у вигляді

4((зіп2х) / 2 + ( VI соз2х) / 2)2 -  5 = соз(я / 6 -  2х), 
або

4соз2(2х -  я / 6) -  соз(2х -  я / 6) -  5 = 0.
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Розв’язуючи квадратне рівняння відносно cos(2x -  я / 6), дістаємо 
сукупність двох рівнянь:

j"cos(2x-fl/6) = 5/4 
[соз(2х -я / 6) = - 1.

Перше рівняння розв'язків не має, оскільки |соз(2х -  я / 6)|<1. 
Розв’язуючи друге рівняння, знаходимо:

х =  7я / 12 + л&, keZ.

Відповідь. Х = (7я / 12 + пк}, кє Z.

Приклад 4. Розв’язати рівняння

8sinx = V I ! со&х + 1 / sinx.

Розв ’язання. Дане рівняння еквівалентне мішаній системі:

Ґ sin XCOS X Ф 0
|8sin2xcosx =VIsinx + cosx 
ґх *я £/ 2 , к е  Z
\ 2sin2xsinx = (VIsinx)/2 + (cosx)/2.

Вводимо у правій частині рівняння системи допоміжний кут, а в 
лівій перетворюємо добуток тригонометричних функцій на суму:

f х *  я£ / 2, к е  Z 
\ cos х -  cos Зх = біп(я / 6 + х)
(хФпк/2,  к є  Z
І зіп(х + я/ 6) -  зіп(я/ 2 -  х) + cos3x = 0 
\хфпк!2,  k e Z

^ [ 2  cos(k/ 3)sin(x -  я/6) + sin(rc/ 2 -  Зх) = 0.

Оскільки соб(я / 3) -  1 / 2, то, перетворюючи суму синусів на 
добуток тригонометричних функцій, дістаємо:

„ \хФтікІ2, к е  Z
хФтії/2, к е  Z г • / п
2 ™ ( - * + я /6>см <2х-,./3) = 0 «

Розв’язуючи мішану систему, знаходимо корені початкового рів­
няння:

Х| -  п і  6 + яЛ,х2-  5я / 12 + Я&/2, keZ.
Відповідь. X  = {я / 6 + я£, 5я і 12 + пк і 2} , кє  Z.
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Приклад 5. Знайти всі розв’язки рівняння

2 -  -\/з со$2х + зіп2х = 4с0823х,

що задовольняють нерівність соз(2х -  я / 4) > 0.
Розв’язання. Скориставшись тим, що 2со82Зх = 1 + соБбх, і ввівши 

в лівій частині рівняння допоміжний кут, дістанемо:
2 -  2соз(2х + я / 6) -  2 + 2соя6х «

<=> созбх + соз(2х + я / 6) -  0 »
»  2соз(4х + я / 12)сок(2х -  л /12) -  0.

Таким чином, початкове рівняння еквівалентне сукупності двох 
рівнянь:

соз(4х + я/12) = 0 
со8(2х -л / 12) = 0.

Звідси дістаємо розв’язки початкового рівняння:
хі = 5л /48 + п к/ 4, хз = 7л / 24 + п кі 2, ке2.

Тепер зі знайдених розв’язків вибираємо ті, що задовольняють 
умову соб(2х — я / 4) > 0. Нехай х -  5я / 48 + кк / 4, тоді

соз(2х -  я і 4) = соя(5я /24 + я £ / 2 -я / 4 ) =
= соз(- я/24 + л*/2).

Легко побачити, що умову задачі задовольняють пІдмножини 
першої серії розв’язків початкового рівняння, утворювані при к = 4т 
і к = 4т + 1:

х -  5я / 48 + 4ят  / 4 = 5л / 48 + ят, те 2; 
х -  5я/48 + я (4т+  І ) /4 = 17я/48 + пт, т е2.

Нехай
х = 7л / 24 + пк 12,

ТОДІ
соз(2х -  я / 4) = сов(7л / 12 + л/с -  я / 4 } -  

-  соз(л / 3 + пк) -  соз(я / 3)со8я£- зіп(я / З і̂пл/г -  ( -  1)* / 2.
Умову задачі задовольняють розв’язки, які відповідають парним 

значенням к. Це означає, що при к - 2 т  умову задачі задовольняють 
такі підмножини другої серії розв’язків початкового рівняння: х — 
-  7л /24 + пт, т е2. _ _

Отже, відповідь задачі дають три серії розв’язків:
хі = 5я /48 + я т , Х2 = 17л / 48 + пт, х3 = 7л / 24 + лт, те 2.

Відповідь. Х ~  {5я/ 48 + пт, 17л/48 + лот, 7л/24 + л т}, те.2.

1.3.3. Зниження показників степеня функції

Іноді доцільно виражати квадрати тригонометричних функцій 
через тригонометричні функції подвійного аргументу, тобто

соз2х = (1 + соз2х) / 2, віп2х = (1 -  со52х) / 2.

Приклад 1. Розв’язати рівняння

біп2х + зіп22х = зіп23х + біп24х.

Розв 'язання. Знижуємо в даному рівнянні другі степені і зводимо 
подібні члени:

соз2х + соз4х — соб6х + соз8х.

Перетворюємо суму тригонометричних функцій на їх добуток:
2созЗхсоах = 2соз7хсозх созх(созЗх -  соз7х) = 0.

Замінюючи різницю косинусів добутком тригонометричних 
функцій, дістаємо:

созхзіп2хзіп5х = 0.
Це рівняння еквівалентне сукупності рівнянь:

совх = 0 
зіп5х = 0 
зіп2х = 0,

звідки
X] -  л / 2 + пк, х2 = пкі 5, х3 -  пк! 2, ке2 .

Множина розв’язків хї є частиною множини розв’язків х3, тому 
остаточно маємо:

Х| = пк 15, х2 = пк / 2, ке 2.
Відповідь-. X -  [пк І 5, пк і 2}, ке 2.

Приклад 2. Розв’язати рівняння
4со82(2 -  6х) + 1 бсов2/1 -  Зх) = 13.

Розв'язання. Позначимо 1 -  Зх = у і перепишемо дане рівняння у 
вигляді

4со522у+ 16соя2у -  13,
Знижуємо степінь соб2̂ :

4соз22у + 8со82у - 5  = 0,
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Розв’язуючи квадратне рівняння відносно cos2y, дістаємо сукуп­
ність двох рівнянь:

cos 2у = -5/2 
cos2y = 1/2.

Оскільки I cos2y| <1, то перше рівняння розв’язків не має, а з дру­
гого рівняння знаходимо у = ±п / 6 + тік, keZ. Враховуючи заміну, 
дістаємо розв’язки початкового рівняння:

х = 1 / 3±л / 18 + пк / 3, кє Z.

Відповідь, X  = {1 і З+л /18 + пк / 3}, ке Z.

Приклад 3. Розв’язати рівняння

sin*sin2x + cos2*  -  sin4xsin5x + cos24x.

Розв’язання. Перетворюємо добуток синусів на різницю 
тригонометричних функцій і знижуємо другі степені cos2*, cos24*. 
Тоді дане рівняння набирає вигляду:

(cos* -  cos3x) / 2 + (1 + cos2x) 12 =
= (cos* -  cos9x) / 2 + (1 + cos8*) / 2,

звідки
cos2x -  cos3x = cos8*  -  cos9* СФ 

»  2sin(5* / 2)sin(* / 2) = 2sin(l 7* / 2)sin(x / 2) <=>
«■ sin(* / 2Xsin( 17* / 2) -  sin(5x / 2)) = 0 <=> 

sin(* / 2)sin3xcos(l 1* / 2) = 0.
Останнє рівняння еквівалентне сукупності рівнянь:

sin(x/2) = 0 
sin 3* = 0 
cos(l lx/2) = 0.

Розв’язуючи ці рівняння, знаходимо:

*і -  2пк, *2 = пк/ 3, *з = ті(2к+  1) /11, keZ.

Множина розв’язків *і МІСТИТЬСЯ В МНОЖИНІ розв’язків *2, тому 
остаточна відповідь така:

*і = пк/ 3 ,*г = п(2к + 1) / 11, AeZ.

Відповідь. Х = {я*/ З, п(2к+ 1) / 11 } ,keZ.
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Розв’язання. Маємо (зіп2*)5 + (сов2*)5 = (29соз42х) / 16.
Знижуємо другі степені яіп2*  і соя2*:

((1 -  сов2х) / 2)5 + ((1 + соб2х) і  2)5 = (29со842*) / 16,
тобто (1 -  соз2*)5 + (1 + соз2*)5 = 58соз42*.

Після перетворення дістаємо біквадратне рівняння
24соз42* -  1 0соб22* -  1 -  0,

яке має два дійсні І два комплексні корені.
Тому дістаємо сукупність двох рівнянь:

соз2*  = л/2 /2 
сов 2*  = -у / ї  /2,

звідки х = ±л /% + п к ! 2 ,к ^ .

Відповідь. X  -  { ± л  і 8 +  л£ ! 2 } , ке Z.

Приклад 5. Знайти всі розв’язки рівняння
5Іп* соз4*  + 2яіп32* = 1 -  4зіп2(я  / 4 -  *  / 2), 

які задовольняють систему нерівностей

|*-1|<3 
* 2 + 3 > -  *.

Розв ’язання. Враховуючи, що 2зіп22* “ 1 -  соз4х, а 4зіп2(я / 4 -  
-  *  / 2) = 2(1 — соз(я і 2 — *)) — 2 — 2зіпх, перепишемо початкове рів­
няння в такому вигляді:

Бт*со54* + 1 -  соз4* = 1 -  2 + 2 віт-,
звідки

С084х(8іпх -  1) = 2(віт  -  1) »
«  (со$4* -  2Хяіп* -  1) = 0 «  

біп *  = 1 
соз4* = 2.

Друге рівняння сукупності розв’язків не має. Таким чином, по­
чаткове рівняння має розв’язки виду .

х ~ к / 2  + 2к к ,кєг .

Приклад 4. Розв’язати рівняння
зіп10*  + соя10*  = (29со842х) і 16,
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Тепер розв’яжемо систему нерівностей:

Г jjc —1[ < 3 [-3  < лг-1 <3 J-2  < х < 4
|х2+ 3 > - х  |х2+х + 3 > 0  \хє Л

<=* -  2 < х < 4.

Таким чином, потрібно відібрати з чисел виду х = я / 2 + 2л£, 
2, такі, що задовольняють нерівності -  2 < х < 4. Маємо:

-  2 < її / 2 + 2я£< 4 <=> ( -  4 -  я) / 4я < * < (8 -  я) / 4я.

Звідси зрозуміло, що к може набувати лише одного значення (к -  0). 
При цьому х = п / 2 .

Відповідь. X -  {п і 2).

1.3.4. Вилучення тригонометричної одиниці 
(аіпгх + сов2*)*, ке N

У деяких випадках при розв’язуванні тригонометричних рівнянь, 
які містять функції зіпх і соа* в однакових парних степенях, корисно 
вилучати тригонометричну одиницю. Використовуючи основну три­
гонометричну тотожність віп'х + соз2х = 1, знаходимо;

5ІП4Х + С054х -  ЗІП4Х + С034х  ±  28ІП2ХС082Х =
= (біп2*  + соа2х)2 -  2віп2хсо52х = 1 -  ($іп22х) / 2; ( 1)
5ІПвХ + С086х -  (зіп2х + С052х)(8ІП4Х -
-  5Іп2хсов2х + со84х) = 1 -  (Ззіп22х) / 4; (2)
8ІП8Х + С05ах = ЗІП8Х + С038Х + 28ІІ14ХС054Х =
-  (кіп4х + соя4*)2 -  2зіп4хсоз4х = (1 -  (зіп22л) / 2)2 -
-  (зіп42х) /8 = 1 -  8Іп22х + (8Іп42х) / 4 -  ($іп42х) / 8 =
= соз22х + (зіп42х) / 8 (3)

і т.д.

Приклад 1, Розв’язати рівняння
5Іп42х + соз42х -  2зіп4х + (35Іп24х) /4 = 0.

Розв'язання. Враховуючи (1), дане рівняння перепишемо у ви­
гляді

1 -  (>іп24х) 1 2 -  2яіп4х + (Ззіп24х) /4=0, 
або

віп24х -  8зіп4х + 4 = 0.

22

Дістаємо квадратне рівняння відносно sin4x, Розв’язуючи його, 
знаходимо:

8Іп4х = 4 - 2 л/з 
sin 4х = 4 + 2>/3.

Друге рівняння сукупності розв’язків не має, оскільки I sin4x і <1. 
Із першого рівняння дістаємо:

х -  ((-  1)* / 4)arcsin(4 -  2 7з ) + пк і 4, ке Z.

Відповідь: X  = {((- 1)* arcsin(4 -  2^3 )) і 4 + пк/ 4}, ке Z.

Приклад 2. Розв’язати рівняння

sin8x + cos8x = cos22x.

Розв'язання. Згідно з формулою (3) дане рівняння має вигляд 

cos32x + (sin42x) / 8 = cos22x, 

або sin2x = 0, звідких = пк/ 2; keZ.
Відповідь. X = {пк 12}, ке Z.

Приклад 3. Розв’язати рівняння

sin6((2x -  3) 12) + cos6((2x -  3) / 2) = 7 / 1 б.
Розв ’язання. За допомогою формули (2) дістаємо:

1 ~(3sin2(2x-3 ))/ 4  = 7/16<=>sin2(2 x -3 )=  (Тз/2)2. 

Розв’язуючи останнє рівняння, знаходимо;

х = 3 / 2±п і 6 + пк/ 2 ,keZ .

Відповідь. Х=  {3 / 2+я/ б + пк/ 2}, keZ.

1.3.5. Частинні випадки зведення 
тригонометричних рівнянь до найпростіших

Попереднє оцінювання лівої (правої) частини рівняння іноді до­
помагає розв’язати рівняння або переконатися в тому, що воно не 
має розв’язків. Розглянемо кілька прикладів.

Приклад 1, Розв’язати рівняння
sin(x / 2)cos2x = 1.
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Розв’язання. Оскільки І8Іп(х/2)|<1і | созіхІ < 1, то ліва час­
тина рівняння дорівнює 1. Це означає, що виконуються такі умови:

fsin(x/2) = l 
|cos2x = l (1) або fsin(x/2) = - l  

jco s2x = - l . (2)

Розв’язуємо систему (1). Із першого рівняння знаходимо, ЩО X = 
= л + 4жк, кеХ. Із цих значень потрібно вибрати такі, що водночас 
задовольняють І друге рівняння. Підставляючи знайдені значення х 
у ліву частину другого рівняння, дістаємо сов2(л + 4як) = І, тобто 
л: -  я + 4жк є розв’язками системи (1),

Розв’язуємо систему (2). Із першого рівняння знаходимо, що

х = -  я + 4кк, ке Z.
Підставляючи знайдені х у друге рівняння системи, дістаємо соз2(- % + 

+ 4тік) = 1. Отже, система (2) розв’язків не має.
Відповідь. X -  {я + 4пк }, ке 7.
Якщо тригонометричне рівняння має вигляд

А (х )+ А (х )+ ., .+ /2н(х)=о,

то розв’язки рівняння, якщо вони існують, можна знайти як розв’яз­
ки системи рівнянь

А(х) = 0
/Дх) = 0

Ш  = 0 .

Справді, якщо функції f k(x) (к ~ 1, 2 ,..., л) вважаються дійсними, 
то при кожному х з області її визначення ліва частина рівняння 
невід’ємна і набирає нульового значення лише в тому випадку, коли 
fk{x) -  0 для всіх к = 1, 2,..., п.

Приклад 2. Розв’язати рівняння
sin22x + 1 = cos23x.

Розв ’язання. Перепишемо рівняння у вигляді 
sin22x + sin23x = 0.

Це рівняння еквівалентне системі рівнянь:

fsin2x = 0 
\ sin Зх = 0.
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Розв’язуючи перше рівняння системи, маємо х = пк / 2, keZ. 
Підставляючи знайдені значення х у друге рівняння системи, діс­
таємо:

. . .... f зіпЗтсл = 0, к — 2п
S,I1( ^- {sin(3rcn + 3jc/2)*0, £ = 2и + 1, не Z.

Таким чином, початкове рівняння має розв’язки х = ял, не Z.
Відповідь. X — {ял}, пє Z.

Приклад 3. Розв’язати рівняння
sinx + sin2x +... + sinnx -  п.

Розв'язання. Оскільки | sinfcc І < 1 при довільному keZ, а 
кількість доданків дорівнює н, то ліва частина даного рівняння 
дорівнює л у тому разі, коли кожний доданок дорівнює 1, тобто 
початкове рівняння еквівалентне системі

sin х = 1 
sin2x = lі

sin пх = 1,

Розв’язуючи перше рівняння системи, знаходимох-я/2 + 2як, keZ. 
Підставляємо знайдені значення х у друге рівняння системи:

зіп2(я / 2 + 2пк) = 0.
Звідси випливає, що система, а отже, і початкове рівняння роз­

в’язків не має.
Відповідь. Х - 0 .

Приклад 4. Розв’язати рівняння
tg(x + 30°)tg(x -  60 °) = 1.

Розв’язання. Перетворюючи ліву частину рівняння, знаходимо:
tg(x + 30°)tg(x -  60°) -  ctg(90° (х + 30°))tg(x -  60°) =

= ctg(60° -  x)tg(x — 60°).
Ліва частина рівняння при всіх допустимих значеннях х має 

дорівнювати -  І, Отже, початкове рівняння розв’язків не має.
Відповідь. Х - 0 ,

Приклад 5, Розв’язати рівняння
sin4x + cosec4x = 2sin6xcos4x.
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Розв’язання. При всіх допустимих значеннях х (х *  пк, ке.Z) 

sin4x + cosec4x -  2(sin4x + cosec4x) / 2 > 2 -\/sin4xcosec4x = 2

і, очевидно, 2sin6xcos4x < 2. Тому дане рівняння еквівалентне сис­
темі рівнянь:

J  sin4x + cosec4x = 2 
[2sin6xcos4x = 2.

Розв’яжемо перше рівняння системи. Позначимо sin4x — і, тоді 
? -  2/+ 1 - 0  <=> t\,i = 1 або sin4x = 1, звідки (sinlt + l)(sin2x -  1) -  0. 
Таким чином, перше рівняння системи має корені х = ± п  / 2 + пк, 
keZ. Оскільки ці значення х задовольняють також і друге рівняння 
системи, то початкове рівняння має розв’язки х — ± к  / 2 + пк, keZ.

Відповідь. X — {+ тс / 2 + пк) , ке Z.

Приклад 6. Розв’язати рівняння

2cosx + sin 1 Ох = З 4 Ї  + 2cos28xsinx.
Розв 'язання. Вводимо допоміжний кут:

2 Vl + cos2 28х (cosx / Vl + cos228x -  cos28xsinx / 7l + cos228x ) + 
+ V2 sinlOx -  З 4 Ї  »  2 л/і + cos2 28x cos(x + q>) + лІ2 sinLOx = 3 72 ,

де фє [— ті / 2, л / 2] визначається умовами:

СОЗф -  1 /7Г7 cos2 28х, sincp — cos28x /Vl + cos2 28x.

Оскільки ліва частина рівняння не перевищує 2^1 + 1 + л/2 = 3-72, 
то воно еквівалентне системі

cos2 28х = 1 
- cos(x + tp) = l 

sinl0x = l,

або сукупності двох систем

cos 28х = 1
х + (р = 2пп

■ ІОх = к/2 + 2 пк 
cos<p — 1/V2 
зіпф = 1/V2

cos28x = - l  
х + ф = 2тси 

• \0х = п/2 + 2пк 
COS ф — 1/V2
sinф = 1 /л/2, и, к е  Z.
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Перша система несумісна, оскільки зводиться до рівняння 2(10п -  
-  &) = 3 у цілих числах, а друга має розв’язок х = я / 4 + 2кп, «є Z.

Відповідь. X -  (я / 4 + 2лй} , «є Z.

1.4. Зведення тригонометричних рівнянь 
до раціональних рівнянь з одним невідомим

1.4.1. Спосіб зведення до однієї функції

.Якщо рівняння містить різні тригонометричні функції від неві­
домого, то всі ці функції можна виразити через одну, тобто звести 
рівняння до виду^ілх) = 0,ytcosx) = 0, a6oy(tgx) -  0.

Рекомендується, якщо це можливо, вибирати таку підстановку, 
яка не вносить в рівняння радикалів (інакше ускладнюється розв’я­
зання і доводиться виконувати перевірку знайдених коренів).

Щоб з’ясувати, до якої саме функції краще звести дане рівняння, 
потрібно застосувати такі правила:

1) якщо рівняння не змінюється при заміні х на -  х, то воно зво­
диться до раціонального відносно cosx;

2) якщо рівняння не змінюється при заміні х на я ~ х, то воно 
зводиться до раціонального відносно sinx;

3) якщо рівняння не змінюється при заміні х на п + х, то воно 
зводиться до раціонального відносно tgx,

V

Приклад 1. Розв’язати рівняння

2cos2x + 3sinx = 0,

Розв’язання. Заміна cos2x = 1 -  sin2x. Розв’язуємо квадратне рів­
няння відносно sinx, а саме: 2sin3x -  3sinx - 2  = 0. Дістаємо сукуп­
ність двох рівнянь:

sinx = - 1/2 
sinx = 2.

Друге рівняння розв’язків не має, оскільки |sinx|< 1. Перше 
рівняння має загальний розв’язок

х -  (— l)*arcsin(- 1 /2) + пк = ( -  1)*+|я/6 + пк, keZ.
Відповідь. X  -  {(-  і )*+ !я / 6 + пк}, ке Z.

Приклад 2. Розв’язати рівняння

3(1 -  sinx) = 1 + cos2x.
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або

Розе 'язання. Перепишемо рівняння у вигляді 
3(1 -  відх) -  2соз2х,

3(1 -  вІги) = 2(1 -  біп2д). 
Розкладемо праву частину як різницю квадратів:

(1 -  sinx)(l -  2sinx) = 0 « [ 1 — sirt jc = 0 
l - 2 sinx = 0.

Розв’язавши рівняння сукупності, дістанемо:
х, = я / 2 + 2л*, х2 = ( -  1)*я / 6 + як, keZ . 

Відповідь. Х =  {тс і 2 + 2лк, ( -  1)* я / 6 + я*} , *є  Z.

ї.4,2. Загальний метод раціоналізації 
тригонометричних рівнянь

Якщо хФ(2к+  1)л, ке І ,  то тригонометричні функції аргументу х 
виражаються раціонально через ^(л: і 2) за такими формулами:

5Іпх -  2tg(x / 2) / (1 + і^(т / 2)), 
созд = (1 -  1§2(х / 2)) і (1 + щ\х і 2)),
1&х = 2ій(х /2 ) /(1  -1 82(х/2)),
Сі&с = (\-\%\хі2))12%%{х12).

Використовуючи ці формули (універсальні тригонометричні під­
становки), можна довільне тригонометричне рівняння, раціональне 
відносно всіх тригонометричних функцій, які входять до нього, 
звести до раціонального рівняння відносно невідомого І2(д: / 2). Але, 
розв’язуючи рівняння таким методом, можна втратити корені виду 
х = (2* + 1)я, для яких 1§(.г / 2) не існує. Тому необхідно перевірити, 
чи є числа х -  (2к + 1) л, ке X коренями початкового рівняння.

Загальний метод раціоналізації не завжди дає позитивні ре­
зультати. Інколи він приводить до раціональних рівнянь високих 
степенів. У такому разі доцільно скористатись іншим способом роз­
в’язування.

Приклад 1. Розв’язати рівняння
5Іп2д + -  2 -  0.

Розв'язання. Очевидно, що х Ф ж(2к + 1) / 2, ке X. Виразимо біп2л 
через

І (1 + tg2x) + -  2 = 0.
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Звівши подібні члени, дістанемо:

tg3x -  2tg2x + 3tgx - 2 - 0 .

Розкладаємо ліву частину рівняння на множники:
(tgx -  1 )(tg2jc -  tgx + 2) = 0,

звідки
tgx = 1

_tg2x -tg x  + 2 = 0.

Перше рівняння сукупності має розв’язок х -  тс / 4 + я*, ке Z, а 
друге рівняння сукупності дійсних розв’язків не має.

Відповідь. Х ~  {я / 4 + кк} , к еZ.

Приклад 2. Розв’язати рівняння

соях + tg(x / 2) -  1 = 0.

Розв'язання. Числа х = (2к + 1)я, к е Z не є коренями даного 
рівняння. Використовуючи універсальну тригонометричну підста­
новку coax через tg(x / 2), маємо:

(1 -  tg2(x / 2)) / (1 + tg2(x і 2)) + tg(x / 2) -  1 = 0,
або

tg3(x / 2) -  2tg2(x / 2) + tg(x / 2) = 0.

Розв’язавши останнє рівняння, дістанемо сукупність найпрості­
ших тригонометричних рівнянь:

Ttg(x/2) = 0 
[tg(x/2) = l,

звідки X, = 2пк, х2 = я і 2 + 2пк, ке Z.
Відповідь. X -  {2rot, п і 2 + 2пк), кеХ.

Приклад 3. Розв’язати рівняння

sin4x + 3sin2x -  tgx.
Розв 'язання. Перепишемо рівняння у вигляді 

2sin2xcos2x + 3sin2x — tgx.
Виразимо sin2x і cos2x через tgx:

4tgx(l -  tg2x) / (1 + tg2x f  + 6tgx / (1 + tg2x) = tgx.
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Звільняючись від знаменника, дістаємо:

tgx(tg4x -  9) -  0 <=> tgx(tg2x -  3)(tg2x + 3) = 0.
Беручи до уваги, що tg2x + 3 > 0, дістаємо сукупність найпрос­

тіших рівнянь:
tgx = 0 
tgx = V3 
tgx = -V5,

ЗВІДКИ X) -  пк, Л’2 = ±7С / 3 + %к, кє Z.

Відповідь. X  -  {л і, ±7і / 3 + тік}, кє Z.

1.4.3. Однорідні тригонометричні рівняння 
та звідні до них

Тригонометричне рівняння виду
oocos"* + ajCos”" lxsiiu + o2cos"- 2xsm2x +... + a„sinnx = 0 (1)

називається однорідним рівнянням відносно функцій sinx / cosx.
Сума показників степенів sinx і cosx у всіх членів такого рівняння 

однакова. Ця сума називається степенем однорідного рівняння, або 
показником однорідності. Наприклад, рівняння

sinx + 3 cosx = 0
є однорідним (першого степеня однорідності), а рівняння sin2x + 
+ cosx = 0 — неоднорідним, що стає очевидним після зведення до 
одного аргументу х:

2sinxcosx + cosx = 0.

Припустимо, що коефіцієнти do Ф 0 і ап Ф 0. Тоді розв’язками 
рівняння (1) не можуть бути ті значення х, для яких sinx = 0 або 
cosx -  0, Припустимо супротивне. Нехай sinx = 0, тоді з рівняння (1) 
дістаємо cosx = 0, що неможливо (sinx І cosx при одному і тому 
самому значенні х на нуль не перетворюються).

Аналогічно доводиться, що cosx Ф 0. Поділивши (і) на cos"x (або 
на sin"x), дістанемо рівняння

а0 + aitgx + а2 tg2x +... + o„tg"x = 0, 
або

a0ctg”x + G]Ctg”'  *х + a2ctg'l_2x +... + а„ = 0, (2)
еквівалентні даному. Рівняння (2) є раціональними. Якщо коефіцієнт 
яо (а„) перетворюється на нуль, тоді ліва частина рівняння (1) роз-
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кладаеться на множники. Прирівнюючи до нуля кожний із них, 
дістаємо два рівняння: перше sinx = 0 (cosx = 0), а друге однорідне.

Множенням на тригонометричну одиницю (sin2x + cos2x)* (£єА0 
можна звести до однорідного деякі рівняння, які не є однорідними. 
Так, до рівняння виду (1) зводиться рівняння

Oocos2”x + a1cos2"" xsinx +... + a2„sin2nx = b.
Для цього потрібно домножити Ь на тригонометричну одиницю:

b = 6(sin2x + cos2x)n.
Рівняння sinx + cos2xcosx = 0 зводиться до однорідного рівняння 

sinx(sin2x + cos2x) + (cos2x -  sin2x)cosx = 0
ІТ.Д.

Приклад 1. Розв’язати рівняння
sin42x + 3cos42x -  4sin22xcos22x = 0.

Розв ’язання. Обидві частини даного рівняння ділимо на cos42x Ф 0 
і дістаємо рівняння, еквівалентне даному:

tg42x -  4tg22x + 3 = 0.
Розв’язуючи отримане біквадратне рівняння, знаходимо:

tg2x -  ±1 
_tg2x = ±V3,

звідки хі =±тс/ 8 + %к/2,хг = ± к / 6 + пк/2,  keZ.

Відповідь-. X -  {±л / 8 + -як! 2, ±я / 6 + кк 12}, ке Z.

Приклад 2. Розв’язати рівняння
6sinx -  5sin2xcosx -  2cos3x.

Розв’язання. Перепишемо рівняння у вигляді
6sinx(sin2x + cos2x) -  10sinxcos2x = 2cos3x, 

або
3sin3x -  2sinxcos2x -  cos3x = 0.

Останнє рівняння є однорідним третього степеня однорідності ВІД­
НОСНО sinx і cosx. Поділимо обидві його частини на cos3x Ф 0:

3tg3x -  2tgx - 1 = 0 .
Подамо ліву частину у вигляді

(3tg3x -  3tgx) + (tgx -  1) = 0
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і, розклавши на множники
{tgx -  1 )(3tg2jc + 3 tgx + 1) — 0f

дістанемо:
tgx = l
3tg2x + 3tgx + 1 = 0,

Друге рівняння дійсних коренів не має. Розв’язуючи перше рів­
няння, знаходимо х = л і 4 + як, кє Z.

Відповідь. Х =  {я / 4 + пк}, кє Z.

Приклад 3. Розв’язати рівняння

2sin(x + я / 4) = 3sin(x -  К / 3).
Розв’язання. Розписавши синус суми і синус різниці двох аргу­

ментів, а потім звівши подібні члени, дістанемо однорідне рівняння:

(л/2 -  З і 2)sinx + (7 2  + 3 7з / 2)cosx = 0.

Поділимо всі члени рівняння на coax:

tgx = (2 72  + Зл/3)/(3-2\/2),
звідки

х = arctg(2 72 + 3 7 з  ){3 + 2 72 ) + nk, ке Z.

Відповідь. X  = {arctg(2 72 + 3 7з )(3 + 2 72 ) + пк] ,к є  Z.

Приклад 4. Розв’язати рівняння
3sinx+ 2cosx = 1.

Розв ’язання. Скориставшись рІвностями sinx = 2sin(x / 2)cos(x / 2), 
cosx = cos2(x f 2) -  sin2(x / 2), 1 -  cos2{x / 2) + sin2(x / 2), перепишемо 
дане рівняння у вигляді 6sin(x / 2)cos(x / 2) + 2cos2(x 1 2 ) -  2sin2(x / 2) = 
-  cos2(x / 2) + sin2(x / 2), звідки

3sin2(x / 2) -  6sin(x / 2)cos(x / 2) -  cos2(x / 2) = 0.
Поділивши всі члени останнього рівняння на cos2(x / 2), діста­

немо еквівалентне рівняння

t 3tg2(x / 2) -  6tg(x / 2) -  1 -  0,
звідки

"tg(x / 2) -  {3 -  гТз) / З 
_tg(x/ 2) = (3 + 2Тз)/3.
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Розв’язуючи кожне рівняння цієї сукупності рівнянь, дістаємо: 

х\ = 2arctg({3 -  273  ) / 3) + 2як, 

х2 -  2arctg((3 + 2 7 з  ) / 3) + 2пк, кє Z.

Відповідь. X  = {2arctg((3±27 з  ) / 3) + 2пк}„ k^Z.

1.4.4. Рівняння, що є раціональними відносно виразів 
sinx ± cosx і sinxcosx

Якщо ліва частина тригонометричного рівняння j(x) -  0 раціо­
нально виражається через sinx + cosx і sinxcosx, то доцільно зробити 
заміну sinx + cosx -  t. Тоді з тотожності (sinx + cosx)2 -  1 + 2sinxcosx 
знаходимо sinxcosx = (/2 -  1) / 2. Замінюючи в рівнянні sinx + cosx І 
sinxcosx їх виразами через /, дістаємо раціональне рівняння відносно
і. Знаходимо/, а потім розв’язуємо рівняння

або
sinx + cosx -  t, 

sin(x + it / 4) - / / 7 2 .
Якщо після знаходження t шукати значення х із рівняння sinxcosx -  

-  i f  -  1) / 2, то серед них можуть виявитися сторонні корені, оскільки 
це рівняння задовольнятимуть і всі корені рівняння sinx + cosx ~ — t.

Аналогічно розв’язуються рівняння, що є раціональними віднос­
но виразів sinx -  cosx і sinxcosx. Позначивши sinx -  cosx -  t, 
дістанемо sinxcosx -  (1 -  f )  / 2.

Приклад 1. Розв’язати рівняння
sinx -  sin2x = 2sin2(x / 2).

Розв ’язання. Знижуючи степінь, знаходимо: 
sinx — 2 sinxcosx = 1 — cosx.

Виконавши заміну sinx + cosx = /, дістаємо sinxcosx = (Z2 -  1) / 2, a 
далі розв’язуємо квадратне рівняння відносно і:

/ * - Г =  0
/ , = 0
L = \ .

Розв’язуємо сукупність двох рівнянь:

sinx + cosx = 0 
sinx + cosx = l,
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звідки Х\ -  -  я і 4 + пк, хі = -  я / 4 + ( -  І)* я / 4 + яА, Ає Z.
Відповідь: Л = { - я / 4  + яА, -  я/ 4 + (-  1)*я / 4 + яА}, AeZ.

Приклад 2. Розв'язати рівняння

1 + sin3x + cos3r -  (3sin2x) / 2.

Розв 'язання. Розписавши суму кубів sin3x + cos3x, а також синус 
подвійного кута sin2x, перепишемо рівняння у вигляді

1 + (sin* + cosx)(l -  sinxcosx) = 3 sinxcosx.

Увівши заміну sinx + coax -  t, дістанемо:
1 + /(1 -  (і2 -  1) /2) = ЗСґ2 -  1) / 2,

або

2 + 2 / - # * -  1) — 3(^-  1) »  (f+ l)( ia + 2/-5) = 0.

Розв’язуючи останнє рівняння, знаходимо t\ - -  1, /2,3 = -  1±%/б. 
Перший корінь приводить до рівняння sinx + cosx -  -  1, звідки

х = -  я/4 + ( -  1)і+1я /4 + яА, AeZ.
Далі маємо:

I sinx + со&х І — j V2 sin(x + я / 4) І £ V2 .

Корені (2 , з за абсолютною величиною перевищують уі2, а отже, 
ці корені не дають розв’язків початкового рівняння.

Відповідь: Х ~  { -  я / 4 + (-  1)* + 'я  / 4 + кк), ksZ,

Приклад 3. Розв’язати рівняння

ctg3x- \І2 cos3x + 1 - V 2 / (2sin3x).

Розв ’язання. Дане рівняння еквівалентне системі

ґ 2cos3x-2>/2sin3xcos3x + 2sin3x =л(2 
\ sin3x*0.

Увівши заміну cos3x + sin3x ~ t, дістанемо алгебраїчне рівняння

ї2 -л / 2/  =  0.

Таким чином, початкова система еквівалентна сукупності двох 
систем:

J  cos Зх + sin Зх = 0 
1 sin Зх *  0

f cos Зх + sin Зх = \І2 
|sin3x* 0,

звідки Х ]-~ я / 1 2  + яА/3,Х2 = я / 12 + 2яА/ 3, AeZ.
Відповідь. Х~  { -я / 1 2  + яА/З, я/ 12 + 2яА/ 3}, AeZ.

1.4.5. Заміна аргументу

Іноді доцільно всі тригонометричні функції в рівнянні зводити до 
одного аргументу.

Приклад 1. Розв’язати рівняння

sin(3rc / 5 + х) = 2sin(rc / 5 - х / 2 ) .
Розв’язання. Позначимо я / 5 -  х / 2 = /, тоді З я / 5 + х - я - 2 ї і  

рівняння приймає вигляд

зіп(я -  2г) = 2sinr.
Використовуючи формулу зведення 5Іп(я -  2г) = 8Іп2г, а також 

формулу синуса подвійного кута, дістаємо:

sin/(cos/~ 1) = 0 £+ sin t = 0 
cost = 1.

Але оскільки при созг -  1 маємо віпг = 0, то достатньо розглянути 
тільки одне рівняння 8Іпг = 0. Дістаємо г = пк, а отже, остаточно

х = 2я(1-5А )/5,А єг.
Відповідь. X -  {2я(1 -  5А) / 5}, ка2.

Приклад 2. Розв’язати рівняння
1 § х = ^ 3( я / 4 - х / 2 ) .

Розв’язання. Позначивши я / 4 - х / 2  = г, перепишемо рівняння у 
вигляді щ{п і 2 -  2г) = tg3г, або ^ 2 г  “ ц 3г (2г Ф пк, Ае Z). Переходячи 
до функції tgг, дістаємо біквадратне рівняння 2tg4г + tg2/ - 1 = 0, 
звідки *§гиг = ±>/2 /2, 1дг3( 4 — уявні значення. Таким чином,

г(,2 -  ±ап^( і 2) + яА, AeZ.
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Остаточно маємо:
х = я і 2±2arctg( уі2 /2 ) + 2nk, ke Z.

Відповідь. X — {я і 2 ± 2arctg( \І2 / 2) + 2лк} , кє Z.

1.4.6. ірраціональні тригонометричні рівняння

Рівняння виду/*) = yjiр(х) зводяться до мішаної системи

f/W ^O
\ф(х) = / 2(х).

Приклад 1. Знайти розв’язки рівняння \/l-cosx = sinx, які за­
довольняють умову хє [л, Зл].

Розв ’язання. Дане рівняння еквівалентне системі

[sinx>0 
[l-co sx  = sin2x.

Ця система еквівалентна сукупності двох систем:

|sinx>0 
I I - cos х = 0

fsinx>0 
[cos x = 0.

Задовольняючи додаткову умову задачі, дістаємо X] = 2л, х2 = 5л / 2. 

Відповідь. X  = {2л, 5л і 2}.

Приклад 2. Розв’язати рівняння

З /V4cos2x + l ~-j2cos2x + 2.
Розв'язання. Для розв’язання даного рівняння потрібно, щоб 

4cos2x + 1 > 0, тобто cos2x > -  1 / 4 (2cos2x + 2 > 0 для довільних 
xeR). Домножуємо на V4cos2x + l І підносимо до квадрата обидві 
частини рівняння:

8 cos22x + 10 cos2x - 7  = 0 «
<=> (4cos2x + 7)(2cos2x -  1) = 0,

звідки х = я (6к ± 1) / 6, keZ.
Відповідь. X  = (л(6А: ± 1) і 6},keZ.

Приклад 3. Розв’язати рівняння

2sin(3x + л / 4) = Vl + 8 sin 2xcos2 2х.
Розв ’язання. Дане рівняння еквівалентне системі

fsin(3x + л/4);>0 (1)
[4sin2(3x + л/4) = 1 + 8sin2xcos2 2х. (2)

Розв’язуємо рівняння (2):
2(1 -  cos(6x + л / 2)) = 1 + 8sin2x(l -  sin22x) <=>

<=> 2 + 2sin6x = 1 + 8sin2x -  8sin32x <=>
<z> 2 + 2(3sin2x -  4sin32x) = 1 + 8sin2x -  8sin32x <=>
<=> sin2x = 1 /2.

Таким чином, Xi = л / 12 + л/, x2 = 5л і 12 + тип, /, meZ. Переві­
римо тепер, чи будуть знайдені значення х задовольняти умову ( 1). 
Підставляємо X]:

sin(3x + я / 4) = біп(Зл/ + л / 2) = со$Зя/ = 1 при / парному.
Отже, Х| = л / 12 + 2лк, ке Z.
Підставляємо х2:

sin(3x + л / 4) = 5Іп(Зл 12 + Злпі) = -  совЗят = 1 при m непарному. 
Отже, х2 = -  7л / 12 + 2лк, keZ.
Відповідь. Х ~  {л / 12 + 2л£, -  7л /12  + 2лА}, к е Z,

Приклад 4. Розв’язати рівняння

i/scos2 х -  7 sin х -  (1 / 2) cos 2х + 9/2 + 3cosx = 0.

Розв ’язання. Дане рівняння еквівалентне системі

fcosx<0
[8cos2x-7sinx-(l/2)cos2x+9/2=9cos2x, а

звідки дістаємо сукупність двох систем:

ґ cosx^O 
1 sinx = З

Ґ cosx^O 
і $іпх = 1/2.

Остаточно маємо розв’язок: х = 5л / 6 + 2лк, ке Z.
Відповідь. X  = {5л / 6 + 2пк}, к е Z.

Г cosx<0 
\ 2 sin2 jc—7 si7sinx + 3 = 0,
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ПРИКЛАДИ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ

" Нгшгігтт~? ^ відповідях до прикладів, якщо нема спеціального застере- 
——-___и ження, кєХ.

Група А

1. Розв’язати рівняння.
1.1. 2зіпх - 1 = 0.
1.2. 2совЗх + 1=0.
1.3.8іп(2я /(г + 2)) = - 1 .
1.4. 7з tg(2x + 30°) = -  1.
1.5. 72  зіп(2х + тс/4) + Тб/2 = 0.

Відповіді

1.1.  * =  {(- \)кп /  6 + пк).
1.2. * =  {±2л / 9 + 2лА:/3}.
1.3. * =  {(6 -  8*) / (4* -  1)}.
1.4. * =  {90°А- ЗО0}.
1.5. * =  {(— 1)* + 1я / 6 -  я/ 8 + л£ / 2}.

2. Розв’язати рівняння.

2.2. 4ші(2.т+720°) -  соб(2х + 200°) = 3.
2.3. 2зІп4х + 1б8Іп3хсом + Зсо82х- 5 = 0.
2.4. tg((яcosx) / 2) = ^ ((я в іт :) /2).
2.5. соз2х + зіп2т = сом + він*.
2.6. зіп2х = С054(х / 2) -  віп4(х / 2).
2.7. 8Іпх5Іп2х8ІпЗх = (8Іп4х) / 4.
2.8. 8ІпЗх + 1 = соб2х + віт:.
2.9. + \%2х -  (рЗх = 0.
2.10. 8Іп22х = зіігЗх 5Іп2х.
2.11. (зіт/х + С084х) / 2 + 8ІПХСОМ + вІІ̂ ХСОв̂  = 0.
2.12. 8ІПХ + СОМ = 72 ЗІп5х.
2.13. 8Іп8х - созбх = 'ІЗ (зіпбх + со$8х).
2.14. соб( 1 Ох + 12) + 4 72  8Іп(5х + 6) = 4,
2.15. (2зіп4(х /21- 1)/ соз4(х / 2) = 2.
2.16. 8Іп4х + сов4(х -  я / 4) = 1 / 4.
2.17. весх -  созесх = 2 7 2 ,
2.18. соз7х + 8Іп22х = соз22 х - сом.
2.19. со&хсозЗх = со85хсо87х.
2.20. 8Іп(я / 2 + 2x)ctgЗx + 8Їп(я + 2х) -  72  сояЗх = 0.
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2.21. cos2x - 6cos2(x / 2) + (cos2x) /2 = 1/2 + 4sm(9ft / 2 -  х).
2.22. 72  sin(2x / 3 -  я / 3 ) -7 б  sin(2x / 3 + я / 6) = 2sin(3x / 2 -  я / 6) -

-  2cos(x/ 6 + 2я / 3).
2.23. sin2x -  10зіп2(я / 8 + х/2) + 7 = 0.
2.24. tg2xtg(60° -  2x)ctg(2x -  30°) = 1.
2.25. Знайти всі розв’язки рівняння cosx -  4sin2x = 2smxcos x -  4 

на сегменті [0; Зя / 2].

Відповіді

2.1. * =  {яр / 4}, дер — ціле число, р Ф 4п + 2, neZ.
2.2. * =  { — я / 18 — (arcsin( 1 /ТЇ7 ))/2 + ((- 1)*arcsin(3 /7*7 ))/2 +

+ жк/2}.
2.3. * =  {(- 1 / 2)arcsin(3 і 5) + Я / 4 + тсАг}.
2.4. * =  {± я / 2 + 2жк).
2.5. * =  {я(4А+1)/6, 2яА}.
2.6. *  = {я(2£+  1) / 2, ( -  1)* я / 6 + лА}.
2.7. * =  {пк/2,ж(2к+ 1) / 8).
2.8.  * =  {жк, я / 2 + 2яА/ 3}.
2.9. * =  {я*/3}.
2.10.  * =  {жк/ 2, я / 6 + яА/ 3}.
2 .11. * = { - я / 4  + жк}.
2.12. * =  {я/16 + яА/2,я/8 + яА/3}.
2.13. * =  {я / 12 + яА/7,я/4 + лА}.
2.14. * =  { ( - 1 ) 4 / 2 0 - 6 / 5 + яА/5}.
2.15. * =  {± 2я / 3 + 2яА}.
2.16. * =  {яА,яА-я/4}.
2.17. * =  {5я /12 + 2жк/ 3}.
2.18. * =  {я(2 к+  1) / 8, 2яА/3±я/9}.
2.19. * =  {я*/ 8).
2.20. * =  {л(2А + 1) /10, (-  1)*я/12 + яА/3}.
2.21.  * =  {±2я / 3 + 2жк).
2.22. * =  {я + ЗяА/ 2, ( -  1)* +1 Зя /10 + бжк/  5}.
2.23. * =  {я/4 + ( -  1)*я/ 6 -яА}.
2.24. * =  {яА/ 6 -  Я / 24}.
2.25. * =  {я /4, 5Я/4).

3. Розв’язати рівняння.
3 .1. sinx + cosxsin2x = 1.
3.2. 2sin2x + cos2x = (3sin2x) / 2.
3.3. (sinx + cosx -  1)/ (sinx + cosx -  2) = 4(sinx + com) / (9 -  3sin2x).
3.4. sin2x + Ssinxcosx + 8cos2x = 0.
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3.5. cos3*  + sin3*  = cos2*.
3.6. sin2x -  2cos2x -  3tgc + 2 = 0.
3.7. cos2* + sin2*  + sin* = 0, 25.
3.8. sin2x + 2ctg* -  3.
3.9. (1 + sin2*) / (1 -  sin2*) + 2(1 + tgx) / (1 -  tgx) - 3  = 0.
3.10. sin2x -  2cos2*  + 4(sin* -  cos* + tgx -  1) = 0.
3.1). 3sin22.t -  0, 5sin4* = 4cos22*.
3.12. tg3*  + tg2x + 3tgx + 3 = 0 .
3.13. 3 / 2 -  sin2* =V9 + 10sin2*.
3.14. /̂l3 — 1 Stgx = 6tgx-3 .

3.15.4sin3*+ 3 = л/2зіпЗ* + 2̂

Відповіді

3.1. X -  {jt/2 + 2jot, ( -  1)*arcsin((л/з -  l)/2) + mfc).
3.2. X =  {я / 4 + кк, arctg(l / 2) + я£}.
3.3. X =  {я / 4±arccos(2 / 3 4 l ) + 2nk} .
3 A . X = 0 .
3.5. X ~  { - я / 4  + я&, 2 п к , - к /  2 + Ink).
3.6. X  = {л£, я /4 + nk, arctg(l / 3) + nk},
3.1. X -  {(- 1)*мя/6 + я£}.
3.8.3:= {я/4 + я*}.
3.9. X = {я£, arctg2 + nk].
ЗЛО.X -  {rt/4 + rtJt}.
3.11. X =  { -  я / 8 + n k / 2, (arctg(4 / 3)) / 2 + n k / 2>.
ЗЛ2. Х-  {я і -я / 4 } .
3.13.2:= (я(6Л -(-1)*)/  !2}.
3.14,2:= {arctg(2 / 3) + Ttk}.
3.15.2:= {я(6£ -  (-  1)*) / 18}.

Група Б

1. Розв’язати рівняння.
1.1. cos V* = 1 /2. 1.2. tg((яcos2яx) і 2) = 1.
1.3. tg(2* + я / 2) = -  1. 1.4. tgx -  sin* = 1 -  tgxsinx.

Відповіді

1.1.2:= {к*/9,(2яЛ±я/3)2},*єЛ/. 1.2. Х=  {А+1/6}.
1.3. Х  = {я(4£- 3)/ 8}. 1.4.2"= {я/4 + я*}.
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2. Розв’язати рівняння.
2.1. cos2x -  s/З (cos* + sinx) 12 = (cos* + sin*) / 2.
2.2. cos*cos(* / 2)cos(3* / 2) — sin*sin(* / 2)sin(3* / 2) = 1 / 2.
2.3. 2cos2(80°-x) + cos2x= 1 + sin20°.
2.4. (sin* + sin3x + sin5*) / (cos* + cos3x + cos5*) = -  2tgx.
2.5. tg2*tg7*= 1.
2.6. 6tgx + 5ctg* = tg2x.
2.7. 5(sin* + cosx) + sin3* -  cos3* = 2 \fl (2 + sin2x).
2.8. (1 -  tgxXl + sin2x) = 1 + tgx.
2.9. cos*/(ctg2(*/ 2 )-tg 2(*/2)) = (l - 2  ctgx/(l +ctg2x))/8.
2.10. sin4*  + cos4*  = (3 -  cos6x) / 4.
2.11.2ctg2* -  3ctg3* = tg2x.
2.12. cos3xcos3x + sin3*sin3*  = 0.
2.13. cos* -  sin3* = - 2 .
2.14. cosx + sin* = (cos2x) / (1 -  sin2x).
2.15. sin4x+  sin4(* + я / 4) + sin4( * -  я / 4) = 9 / 8.
2.16. 2sin2*  + sin(*2) = 1.
2.17. 2tg3* -  3tg2x = tg22*tg3*.
2.18. 2cos(270° + 7*) + 7 з  cos5x + sin5* = 0.
2.19. 2sinx + 2cos6*  = sin4*  + cos4*.
2.20. sin2xsin6x = 1.
2.21. cos5* + cos3* + sin5x + sin3* = 2соз(я / 4 -  4*).
2.22. tg(* + я / 4) + tg(x -  я / 4) = 2ctg*.
2.23. 2sin5*  + 3cossx = 5.
2.24. cos32* + 1 / cos22* = cos2x -  1 / cos2* + 4.
2.25. tg2*  + cos4x = 0.
2.26. tg* = ctg(2 -  3*).
2.27. cos2*  + cos22x + cos23x = I, 5.
2.28. sin(x + 30°) + cos(* + 60°) = 2cos2*.
2.29. cos2*  + 2cos* + tg2*  + 1 = 0,
2.30. сой(ях/ 31)cos(2e x/ 31)cos(4Jtx/ 31) cos(8rcx/ 31)со8(16я*/31) = 

= 1/32.
2.31. Знайти всі розв’язки рівняння 2 + cos(3x / 2) + 7з sin(3x / 2) = 

= 4sin2(* / 4), які задовольняють умову sin(* / 2 + я / 4)>0.

Відповіді

2.1.Х = { - я / 4  + я/г,-я/3 + 2пк, - я  / 6 + 2яАг}.
2.2.3:= { - я / 2  + 2я*,я/6 + 2 я А /3 ,-я /4  + яАг}- 
2.3.3:= {я /4 + пк, 7я / 36 + тік}.
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2.4. X  = {7iі ,  ±arctg V5 / 7 + TtA).
2.5. A= {л(2р + 1) /18}, деp  —  ціле число,p *  9n + 4, neZ.
2.6. A = {±(arccos(l / 3)) / 2 + лі, ±(arccos(- 1 / 4)) / 2 + я і } .
2.7. X=  {ті / 4 + 2 л і}.
2.8. A= {я (4 і-  1) /4, л і}.
2.9. A = {я(4і + 1) / 8}.
2.10. A= { - л / 2  + лі,л/ 10 + лі/ 5}.
2.11. А = 0 .
2Л2.Х=  {л(2і + 1) / 4}.
2.13. А = 0 .
2.14. А= {я / 4 + яі, я / 2 + 2яі, я + 2 л і}.
2.15. А= {±(arccos(V3/2- 1))/2 + я і}.
2.16. А = { ± 1 ±  у/ЇТпТ2 + 2 ] т } , р є  {0}uN.
2.17. Х =  {лі}.
2.18. А = { -  я / 36 + л і / 6, 2л / 3 + л і} .
2.19. А= {я / 4 + я і/ 2}.
2.20. X -  0 .
2.21. А= {л (4 і-  1)/ 16,я(8і + 1) / 4}.
2.22. А"= {я /6 + яі/З}.
2.23. А = 0 .
2.24. Х = { ±  (arccos(l -лІ2  )) / 2 + лі, ± (arccos( V5 -  1) / 2) / 2 + л і} .
2.25. {± (arccos( V5 -  1) / 2) / 2 + лА:, л / 4 + л і / 2}.
2.26. X  = {1 +Л/4 + ЛА/2}.
2.27. Х =  {л / 8 + л і/ 4 ,± л / 6  + я і}.
2.28. А = {я/2 + л і,± л / 3  + 2яі}.
2.29. А= {л + 2яі}.
2.30. А = {31(2і + 1)/ 33}.
2.31. Х =  {2я / 3+ 4я і,4я/ 3 + 4яі, 11я/ 3+ 4яі}.

3. Розв’язати рівняння.
3.1. (2sin2x + 5siruc + l)ctgx = 4secx(l + simc),
3.2. sin(x + 5) + cos(x -  2) = cos(jc + 7).
3.3. sin2x = 1 -  3cos\.
3.4.2(sin3x + cos3x) = 3sin2x(sinx + cosx).
3.5. sin2x + cos2jc + siiuc + cosx + 1 = 0 .
3.6. sin(3x72 + л / 10) = 3sin(3n / 10 - x !  2).
3.7. 2{1 -  sinx -  cosx) + tgx + ctgx = 0.
3.8. (1 -  cos2x +... + ( -  l)”cos'I2x+...) / (1 + cos2.r +... + cos”2v +...) = 

= (tg4x) / 3, |cos 2x| *  1.
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3 9, 4 _ 4(coar -  sinx) -  sin2x -  0.
3.10. 4cos22x -  tg4x = ctg2x,
3.11. 2cos3(x + 30°) -  3sin(60° -  x) = -  1.
3.12. ctgx -  tgx -  2tg2x -  4tg4x + 8 = 0.
3.13. 4sin(5x + я /4) + sinl0x = 3 / 2.
3.14. V 6-s in x -7 co s2x +sinx = 0.
3.15. Vcos2x-5sinx +2cosx = 0.

3.16. VScos2 x -5sin x  + cos2x- 3cosx = 0.

3.17. V0 -4 co s2 3x)/(8cos(2x -  2л/3)) = cos(2x -  я / 6).

3.18. Vl&r + sinx + Vtgx-sinx -2^Jtffc qosx,

3.19. V3cos(3x/4)= V3/4 + 6sin2(x/2)sin(x/2 + Зл/2).

Відповіді

3.1. A = { ( - l ) * n / 6  + ni}.
3.2. X -  {arctg((cos7 -  sin5 -  cos2) / {sin2 + cos5 + sin7)) + nk).
3.3. X  = {arctg(l + V3 ) + я і, -  arctg( V3 -  1) + 7 :̂}.
3.4. X =  { -  л / 4 + nk, (-  1)* л / 12 + nit/2}.
3.5. A = {2 л і± 2 я / 3 ,я і-я / 4 } .
3.6. A = {Зл / 5 + 2яі}.
3.7. X=  {л (4 і-  1) /4, л /4 + arccos(( V2 -  VlO ) /4) + 2 л і}.
3.8. X — {л (3і±  1) і 3}. '
3.9. X~ {2 л і,л (4 і-  1) / 2}.

3.10. X=  {я(4і + 1) / 4, л(4і + 1)/16).
3.11. А= {360°Аг-90°, 360°і±30°}.
3.12. X -  {л (4і+3)/32}.
3.13. А = {(- 1)*я / 30 -  я / 20 + я і / 5}.
3.14. Х ~  { л і -  (-  l)*arcsin(l /3)}.
3.15. X -  { -  5л / 6 + 2лі}.
3.16. Х =  { - я /6 + 2яі}.
3.17. X -  {лі}.
3.18. А= {лі, 2ЛІ + Л/6}.
3.19. X -  {± 4л / 3 + 4л + 8 я і}.
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РозсІЇл  2
ТРИГОНОМЕТРИЧНІ РІВНЯННЯ 
З ПАРАМЕТРАМИ

Розв’язати задачу з параметрами — означає вста­
новити, при яких значеннях параметрів задача має розв’язки і 
знайти ці розв’язки, які, як правило, залежать від параметрів. Отже, 
розв’язування таких задач має супроводжуватися дослідженням.

Приклад 1. Розв’язати рівняння
sin(x -  а) + sina — sinx.

Розв ’язання. Перепишемо рівняння у вигляді 
sin(x -  а) + sina -  sinx = 0,

звідки після перетворення лівої частини рівняння на добуток діста­
немо:

4sin(a / 2)sin(x / 2)sin((x -  а) / 2) -  0.
Це рівняння еквівалентне сукупності рівнянь:

sin(a/2) =0 
sin(x/2) = 0 
sin((x-a)/2) = 0.

Розв’язуючи ці рівняння, маємо: якщо а -  2кк, keZ , то початкове 
рівняння справджується при довільному значенні х, тобто хє ] -  « , »[; 
якщо а  Ф Ink, то х, = 2 ли, х2 = 2пп + а , пє Z.

Відповідь. Якщо а -  2пк, ке Z, то X = ] -  « ,  «>[;
якщо а ф  2пк, keZ, хо Х~ {2тт, 2кп + а), пє Z.

Приклад 2. Розв’язати рівняння
a(sinx + cosx) = b(cosx -  sinx).

Розв’язання. Перетворимо дане рівняння:
(а + 6)sinx + (а -  6)cosx = 0.
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Дістанемо однорідне рівняння, якщо а Ф±Ь.  Поділивши всі його 
члени на соях, дістанемо еквівалентне даному найпростіше рівняння 
(д + 6)tgx =  b -  а, звідки tgx -  (Ь -  а) і (а +  Ь), якщо а  +  Ь Ф  0, а отже,

х = arctg((/> -  а) і (о + Ь)) + пк, ке Z.
Якщо а  + Ь = 0, то дане рівняння також найпростіше:

cosx = 0, звідких = л / 2 + лk,keZ .
Якщо а -  Ь -  0, то хє ] -  « , «>[.

Відповідь. Якщо а  Ф -  Ь, то Х =  {arctg((6 -  а) 1 (а + Ь)) + л£}, ке Z; 
якщо а ~ ~  Ь,тоХ= (л / 2 + л і), ке Z; 
якщо а  = Ь = 0, то Х =  ] -  « ,« [ .

Приклад 3. Розв’язати рівняння
яіпх = дгбшЗх.

Розв ’язання. Скориставшись формулою для яіпЗх, запишемо дане 
рівняння у вигляді

5ІПХ -  аСЗяіпх -  4зіп3х),
або

sinx( 1 - 3 а  + 4asin3x) = 0 <=> 
sin х = 0
l - 3 a  + 4asin3x = 0.

(1)
(2)

Рівняння (1) має розв’язок х = пк, ке Z, який є розв’язком даного 
рівняння при довільному значенні параметра а.

Рівняння (2) можна записати у вигляді
4азіп2х = 3 а - 1. (3)

Якщо а -  0, то рівняння (3) набирає вигляду 0 ■ зіп2х -  -  1 і роз­
в’язків не має. Якщо а Ф 0, то з рівняння (3) маємо 8Іп2х = (За -  1) / 4а, 
або (1 -  соб2х) і 2 = (За -  1) / 4а, тобто сш2х = (1 -  а) / 2а. Останнє 
рівняння мас розв’язки, якщо | (1 -  а) і 2а | <1, або -  їй (1 -  с; / 2а й 1. 
Розв’язання цієї подвійної нерівності зводиться до розв’язання сис­
теми

Г(1 —а)/2а<1
\(1-а )/ 2а > - 1.

Маємо: а >1 / З І а  < -  1. Отже, при а > 1 / 3 і а й - 1  Існує розв’я­
зок рівняння сояіг = (1 -  а) / 2а, а саме:

х = пк±  (агссоя((1 -  а) 12а)) / 2, ке г.

45



Відповідь. Якщо а е  ] -  °°, -  1] и [1 / З, °°[,
тоX -  {тск, пк ± (агссоз(( 1 - а ) /  2а)) /2}, 
якщо а е ]  -  1,1 / 3[, то2Г= {тік}, кєХ,

Приклад 4. Розв’язати рівняння
зіпх / (2 -  созх) = аі%{х / 2).

Розв ’язання. Очевидно, що хФП + 2 пк, к є Х і а  — довільне дійсне 
число. Знаменник 2 -  соях не перетворюється на нуль ні при якому 
значенні х, а отже, дане рівняння еквівалентне такому:

біігс = аХ%(х / 2)(2 -  соях).
У цьому рівнянні виражаємо зіпх і соях через tg(x / 2). Після 

перетворень дістаємо:

З а  1§3(х / 2) — (2 — а№(х ! 2) »
1е(д:/2) = 0
3atg (х/2) = 2 -о .

(1)
(2)

Розв’язуючи рівняння (1), дістаємо х = 2пк (при довільному 
значенні параметра а). Рівняння (2) при а  ф 0 можна записати у 
вигляді

tg2(x / 2) = (2 -  а) 13а. (3)

Це рівняння має розв’язок, якщо (2 -  а) / Зо > 0. Розв’язуючи цю 
нерівність, знаходимо 0 < а < 2. Отже, при 0 < а  < 2 рівняння (3) має 
розв’язок _________

х = ± 2arctg yf(2-a)/3a + 2пк, кє Z.

При а = 0 рівняння (2) має вигляд 0 • tg2(x / 2) -  2. Очевид­
но, що воно розв’язків не має.

Відповідь. Якщо а е  ] -  « , 0] U ]2, <*>[, тоХ = {2пк}, ке Z;

якщо ое]0, 2], то X -  {пк, ±2arctg s j {2 - a ) /3a  + 2пк), 
keZ.

Приклад 5. Розв’язати рівняння
sin2x + xsin22x = 1 / 2 .

Розв 'язання. Переходимо до функції cos2x, дістаємо:
(1 -  cos2x)/ 2 + о(1 -  cos22x) = 1/2,

2ocos22x + cos2x -  2о = 0.
звідки
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З умови, що аФ 0, дістаємо сукупність двох рівнянь:

соэ2х = (-1 + л/і + 16о2)/4о 
сої 2х = (—1 — л/і + 16а2)/4о.

Враховуючи область зміни косинуса |соз2хІ<1, робимо висно­
вок, що рівність со$2х = ( -  1 -V I +16а 2 ) / 4а  неможлива. Справді,
маємо:

|<- 1 -  VI + 16а^ ) / 4а | =(1 + х/Г+Тба2") / а | > (1 + 4|о|)/4Іо|>1. 

Залишається розглянути рівняння

соз2х = (-  1 + VI +16а2 ) / 4а.

Знаходимо всі ті значення параметра а, для яких виконується
умова _______

| (-1 -^ 1  + 16оГ)/4«І<1,

тобто розв’язуємо систему нерівностей:

f(- l  + VЇ+Ї6oГ)/4a<l ^  |(-1 + УГ+їба2~ + 4а)/4а>0
{ ( - )  + VI + 16о2 )/4я> -1 |(-И-х/ГйбаГ -4а)/4о<0.

Остання система нерівностей при а  Ф 0 еквівалентна одній нерів­
ності ________  ________

( -  1 + V ^ H 6 7 -  4а)(- 1 + VI+ 16^  + 4а) <і 0,
яка еквівалентна кожній з наведених далі нерівностей, утворюваних 
за допомогою тотожних перетворень над її лівою частиною:

( -  1 + VI +1 ба2 У -  16 а2 < 0 «
<=> 1 - 2  VI + 16а2 + 1 + 16а2-  16а2< 0 <=> 
о і  -  VI + 16а2 < 0.

Остання нерівність виконується при довільному значенні а. 
Таким чином, при а Ф 0 задане рівняння має розв’язок

х = ±(агссоз(( 1 + VI + 16а2 ) /4а)) / 2 + пк, keZ.

При а = 0 задане рівняння має вигляд соз2х = 0. У цьому випадку 
його розв’язком є

х = п(2к+ 1)/4 ,к е г .
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Відповідь. Якщо я = 0, то А' = {я(2к + 1) /4}, ке2\
якщо а *  0, то Х= {± {агссо5({- 1 + 7  І + 16я2 ) / 4о)) / 2 + 
+ я*}, ке 2.

Приклад 6. Розв’язати рівняння
(я + 1)со&х- (я -  1)зіпх -  2я.

Розв 'язання. Дане рівняння замінимо однорідним рівнянням від­
носно 8Іп(х / 2) і соз(х / 2):

(я + 1)(со5"(х / 2) -  зіп2(х / 2)) -  2{я -  1 )біп(т / 2)соз(х 12) = 
- 2 я(соз2{х /2) + зіп2(х /2)), 

або
(Зо + 1)зіп2(х / 2) + 2(я -  1)8Іп(х і 2)соз(х / 2) +

+ ( я -  1)соз2(х / 2) = 0. ( 1)
Розглянемо два випадки:
а) Нехай я -  -  1 / 3, тоді рівняння (1) перепишеться у вигляді

-  (88Іп(х / 2)соб(х / 2)) / 3 -  (4сов2(х / 2)) / 3 -  0.
Отримане рівняння має корені:

хі -  л + 2л*, хг -  2 п к-  2агсїд0,5, к е 2.
б) Нехай а* -  1 / 3, тоді За^+ 1 *  0. Поділивши обидві частини 

рівняння ( 1) на соз2(х/ 2), дістанемо:
(За + 1)і§2(х / 2) + 2(я -  1 }Гв(.т / 2) + я -  1 = 0,

звідки tg(x / 2) = (І -  я ±72(1- о 2) ) / (Зя + 1).
Останнє рівняння має розв’язок, якщо 1 -  а2 > 0, тобто ое [-  1; 1]. 
Але аФ ~ \ П>, тому при я є [-  1; -  1 / 3 [и ] -  1 У 3; 1 ] маємо:

х = 2лк + 2аіт^((1 -  а±^ 2(\ ~ а2) ) / (Зя + 1», ке 2,

Відповідь, Якщо яє ] -  <*>, -  1 [ и ] 1 > <“[, то X  = 0 ;
якщо я -  -  1 / 3, то Х =  {л + 2л*; 2л * -  2ап^ 0,5}, ке2\ 
якщо яє [- 1; -  1 / 3[и ] -  1 /3; 1],
то X  = {2 л* + 2агй*(( 1 -  а  ± 72(1 - я 2) ) / (Зя + 1)}, Ає 2.

Приклад 7, Розв’язати рівняння
20§2х + сХ^х + 2) + я2 = Зя(tgx + ctgx).

Розв’язання. У даному рівнянні робимо заміну^ = + ctgx, тоді
рівняння приймає вигляд

^ 2г2 -  Зяг + я2 = 0,

звідки знаходимо = а, 2г -  я / 2. Дістаємо сукупність двох рівнянь
tgx + ctgx = я 
tgї + ctgx = a/2,

які мають такі розв’язки:
tgx = (я ± 7я 2 - 4 )  У 2, |я| > 2 

= (я ± 7 я 2 -16)/4, |я|£4.

5Уе>лов«)ь. Якщо ] а і < 2, то Х =  0 ;
якщо2£ І я І <4, тоЗГ- {ап%(я±7я2- 4 ) / 2  + л *},*є2 . 
ЯкщоІя|>4,тоАг= {аrctg(я± 7а2 - 4 ) / 2  + я*, 
arctg(я ± 7я2 -1 6  ) У 4 + я*}, *є2 .

Приклад 8. Розв’язати рівняння
8ІП10(Л У б -  х) + соз'^Л / 6 — х) — Я,

Розв’язання. Робимо заміну єіп2((л У 6) - х) = и, соз2(л У 6 - х) = V. 
Використовуючи основну тригонометричну тотожність і дане рів­
няння, дістаємо алгебраїчну систему рівнянь:

(м  +  і? =  1 

1 и5 + Vі -  а  ^  
и + о =  1

{u + v)(u* -и^и + и1 V2 -ии2 +у4) = о 
[ и + и =1
{(м2 + і>2)2 - и 2р2 -ио(\-2т>) = а  ^
Г и + и =  1

\5(»і>)2 -5ни + 1 = я ^  

м +  г? =  1

мі? = (1 + 7(1 + 4я)У 5 ) / 2 
( « + и = І

{»і? = (1-7(1 + 4о)/5)/2.

Методом підстановки переконуємося, що перша система сукуп­
ності рівнянь має комплексні корені. Із другої системи сукупності 
рівнянь дістаємо:

«•

«і ,2 - ^ 1 ± 7 2 7 0  + 4 ° ) / 5  -  і )  / 2.
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Дослідимо знайдені корені. Враховуючи область зміни синуса 
0 5 8Іп2(л / 6 -  х) < 1, знаходимо всі ті значення параметра а , для 
яких виконується умова

0<(1± ^ / (1  + 4л)/5-1)/2£1,

тобто

(1 + ̂ 2- (̂1 + 4о)Т5-1)/2 <1 (1)

0<(\-уІ2у[0~+4а)/5-\)/2й\.  (2)

Розв’язуємо нерівність (1):

^2-у/(Г+"4а)/5 -1  <1<=>1/16<я<1.

Розв’язуючи систему нерівностей (2), дістаємо оє [1 /16; 1]. Таким 
чином, за цією умовою

зіп2(я/6 - х) = (1± -^2^(1 + 4а)/5 -1)/2,
отже,

х = тік + я / 6 ± агсєіп ^ ( і ± 7 2 ^ 0 + ^ 7 5 - 7 ) / 2,

Відповідь. Якщо оє ] -  « , 1 /16[ и ] 1, »[, то X  = 0 ;
якщодє[1 /16; 1], _____________________

то 2Ґ = л& + л / 6 ± агсБІп ̂ 1±^ 270  + 4^)75- і)/2,Лєг.

Приклад 9. Розв’язати рівняння
tg4x -  tg(2x -  л / 4) “ а -  1.

Розв’язання. Для розв’язування даного рівняння доцільно ско­
ристатися універсальною підстановкою tg4x через tg2x, але спочатку 
необхідно перевірити, чи будуть числа л / 4 + кк / 2, ке 2  коренями 
даного рівняння.

Маємо:
tg(л + 2л к) -  tg(л / 2 + лА - л /4) = йг- 1 .

Звідси а  = 0. Таким чином, коли а -  0, то х -  л / 4 + тік / 2, к е 2 — 
корені початкового рівняння, причому легко показати, що інших 
коренів при а  "  0 немає.
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У випадку, коли а Ф 0, переходимо до еквівалентного рівняння 
2tg2x / (1 -  tg22x) -  ^ 2 х -  1) і  {\%2х+ 1) = а -  1.

Це рівняння еквівалентне системі

\{%12хФ\
\а \.^2х~а~2 .

Оскільки а *  0, то tg22x = (а -  2) і  а. Очевидно, (а -  2) / а ф  1. Таким 
чином, потрібно розв’язати нерівність (а  -  2) / а > 0. Дістаємо: якщо 
а е ] -  » ,  0 [ и [2, » [, тох -  + (arctg4 ( а - 2 ) /а )  ! 2 + пк 12 ,ке2 .

Відповідь. Якщо «є ]0, 2[, т о Х = 0 ;
якщ ояє]-™ , 0[ и  [2, <̂ 1 то X -  {±(агсд$уІ(а-2)/а))/2 + 
+ лА/2}, ке2\
якщо а  = 0, то ,¥■= {л / 4 + л£ / 2}, й:є7.

Приклад 10. Визначити, в яких межах можна змінювати пара­
метр а, щоб рівняння бєсх + соєесх = а мало корінь, який належить 
інтервалу ]0; я / 2[.

Разе 'язання. Оскільки хє ]0; л І 2[, то бєсх І сояесх додатні. Пере­
творимо дане рівняння до вигляду

БІПХ + С05Х = ЙБІПХСО&Х
і піднесемо обидві його частини до квадрата:

1 + 23ІПХСО&Х = 028ІП2ХС082Х,
або

й2зіп22х -  4sin2x - 4  = 0,
Розв’язуючи квадратне рівняння, дістаємо сукупність двох 

найпростіших рівнянь (а Ф 0):

sin 2х = 2̂ + l j l  + а 1 J /а 1 ( 1)

sin 2х = (2 -  2л/і + а2)/о2. (2)

Оскільки за умовою х є ] 0 ,  л / 2[, то sin2x>0. Таким чином, 
рівняння (2) не потрібно розглядати.

Враховуючи область зміни sin2x, з (1) знаходимо:

(2 + 2х/і + я2) /^<1 « 2 л/і + о2 < й2 -  2,

звідки а > 2 4 1 .
Відповідь, ає [2 4 1 , со[.
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Приклад 11. При яких значеннях параметра а  рівняння sin23x —
— (а + 1 / 2)sin3x + а  / 2 — 0 має рівно три корені, розташовані на про­
міжку [2л; / 3, ті]?

Р озв’язання. Дане рівняння є квадратним рівнянням відносно 
sin3x. Розв’язуючи його, дістаємо сукупність двох найпростіших 
рівнянь:

sin 3jc = 1/2 (1)
sin3x = a. (2)

Оскільки на даному проміжку [2л / 3, л] виконується нерівність 
2я ^ Зх :< Зл, то рівняння (1) має розв’язки

Зх, = 2л + л/6 
Зх2 = 2я + 5я/6.

Таким чином, рівняння (1) при довільному значенні параметра а 
має на проміжку [2л / 3, я] два корені: х] = 13л / 18, х2 = 17л / 18. 
Отже, число а  задовольняє умову задачі, якщо рівняння (2) має на 
заданому проміжку тільки один корінь. Функція у = sin3jc на [2л / 3, я] 
приймає всі значення від 0 до 1, причому кожне з цих значень, крім 1, 
приймає двічі. Таким чином, умову задачі задовольняє тільки зна­
чення а  = 1.

Відповідь. аг=1.

Приклад 12, При яких значеннях параметра а  рівняння cos(x / 2) = а 
має парне число розв’язків при хе ] -  2я, 4л]?

Розв ’язання. За графіком функції у = cos(x / 2) на заданому про­
міжку ]-  2л, 4л] бачимо, що рівняння cos(x / 2) = а  має стільки 
коренів, скільки разів горизонталь у -  а  перетинає цей графік. Тому 
рівняння cos(x / 2) = д при а > 1 або а  < -  1 не має коренів, при а  -  1 
має два корені (х = 0, х = 4л), при -  1 < а  < 1 має три корені і при а  = -  1 
має один корінь. Таким чином, початкове рівняння має парну кіль­
кість розв’язків тільки при о = 1.

Відповідь. о =1 .

Приклад 13. При яких значеннях параметра а  рівняння sin2x(sin2x -
-  1) = О І (о + 3)siiv2x -  sin2xcos4x -  (о + 4)sin2x = 0 еквівалентні?

Р озв'язання. Перше задане рівняння еквівалентне сукупності 
рівнянь

sin 2х = О 
sin 2х = 1.
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Друге задане рівняння легко перетворити до вигляду 
sin2x(sin2x -  l)(sin2x + (а + 5) / 2) = 0.

Це рівняння еквівалентне такій сукупності рівнянь:

sin2x = 0 
sin 2х = 1
sin 2х = —(о + 5)/2.

Отже, початкові рівняння будуть еквівалентні, якщо рівняння 
sin2x = -  (о + 5) / 2 або не дає нових коренів у другій сукупності, або 
взагалі їх не має. Тобто

”- ( в  + 5)/2 = 0 
- (о  + 5)/2 = 1 
|-(д + 5)/2|>1,

ЗВІДКИ o e ] - « , - 7 ] U b  З, ~[U { -  5}.

Відповідь, оє ] -  « , -  7] D ] -  3, « [ U { -  5}.

Приклад 14. Знайти всі цілі значення параметра а, при яких рів­
няння cosox = 1 + 2cos2(rt/4 + х/2) має розв’язки. Знайти ці розв’язки.

Розв’язання. Оцінимо ліву та праву частини рівняння. Маємо:
-  1 < cosox < 1 

1 < 1 + 2cos2 (Tt/4 + х/2) <3.
Таким чином, початкове рівняння еквівалентне системі 

J  cosax = 1
[ 1 + 2cos2(n/4 + х/2) -1 ,

звідки

ах = 2тиі, п є  Z
я/4 + х/2 = я/2 + Ят, me Z.

Маємо о(л/2 + 2лт) = 2яи о  a(l + 4т) = An.
Оскільки йє Z, а 1 + 4 т  не ділиться націло на 4, то залишається 

а  = Ар, де p eZ

Відповідь. Якщо а  = 4р, р є  Z, то X = { 1 + 2 * ™ } , m e Z .
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ПРИКЛАДИ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

Група А

Розв’язати і дослідити рівняння.
1. (а2 + 2)sin3jc + 4asinxcosx -  а2 + 3.
2. cos2*  + 6sinx = 4а2 -  2.
3. sin4*  + cos4*  = a.
4. cos4*  -  (a + 2)cos2*  -  (a + 3) = 0.
5. sin4*  + (a -  6)sin2*  -  4(a -  2) = 0.
6. sin4*  + cos4*  + sin2* + a  = 0.
7. sin6 + cos6*  = a.
8. sin2*(sin* + cos*) = a(sin3*  + cos3*).

Відповіді

1. ЯкщоІ а |> X -  {arctg(2a ± 7за2 -3  ) + л і} , кє 2\ якщо І а\< 1, 
то.Г = 0 .

2. Якщо І а  | < 72 , то X  = {(— 1)* агс5Іп(3 -  2л/3-а2 ) + л і}, іе  Я; 
якщо |я|> < Д , то Х =0 .

3. Якщо де [І / 2; 1], то А" = {±(агссоз(4д -  3)) / 4 + л і / 2} Д е 2; 
якщо а е ] - ° * ,  1 /2[0 ] 1»°*>[» тоЛҐ=0 .

4. Якщо а є [ -  3; -  2], то X  = {± агссоз %/д + З + л і}, А-є2; якщо 
де ] -  « ,  -  3[ ЦІ ] -  2 ,« [, то ЗГ= 0 .

5. Якщо де [1, 2], то ЛГ = {± агсБІп \ І2-а + пк] , кє Z; якщо де ] -
1[и ]2, »[, то X -  0 . _____

6. Якщо а е [ - 3 / 2 , 1 / 2 ] , т о Х -  {(- 1)*(агс»іп(1 - 7 2 а  + 3 ))/2 + яі/2},
кє2\ якщо де ] -  -  3 / 2[I I ] 1 / 2, «.[, тоX  = 0 .

7. Якщо де [1 /4, 1], то X -  {пк і 2 + (агссоз((8д -  5) / 3)) / 4}, 
якщо а є ] - « ,  1 /4[ІІ]1, °°[, тоАГ=0 .

8. Якщо де] -  «о, -  2 У 3[и]2, »[, то X -  { -  я / 4 + л і}, iєZ ; якщо 
дє[-2/3,2],тоЛ '= { - л / 4  + пк, ( -  1)* (агсзіп(2а / (а + 2))) / 2 + я*/2}, 
кє2.

Група Б

Розв’язати і дослідити рівняння.
1. (дзіп* + Ь) і (6с о 5*  + а) = (дсо&зс + Ь) / (бвіп* + а),
2 . в іл *  +  со в (я  +  * )  +  соя(д  -  * )  -  2 .
3. асоя* + сояЗ* = біп2*.
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4. 4sin(* + л / 3)cos(* -  л / 6) = а2 + %/з sin2* -  cos2*.
5. а2 / (1 -  tg2*) = (sin2*  + а2 -  2) / cos2*.
6. acos* / (2cos2* -  1) = (a + sin*) / tg*(cos2*  -  3sin2*).
7. sin* + -І2 sin(a- * )  = 1.
8. sin2* -  2a V2 (sin* + cos*) + 1 -  6a2 = 0.
9 .2a(sin4*  -  cos4*) = 1 + cos22x.

10.4cos3*  -  3cos* = a.
11. tg* + tg(a -  *) = 2tga.
12. tg2* + ctg2*  + 2 + 3 a2 = 4a(tgr + ctgx).
13. (1 -  2siir*) / (1 + sin2*) = (a -  1 )tg*.
14. (1 + 2sin2*)tg* + a -  2acos0r / 4 -*)sin(n / 4 + *).
15. При яких значеннях а рівняння sin24* + (a2 -  3)sin4* + a2 -  4 = 0 

мас рівно чотири розв’язки, що розташовані на проміжку [Зл / 2, 2л]?
16. При яких значеннях а рівняння (а + 2) / 4 -  (cos(4x — тс / 3)) /2 — 

-  (а + 1 / 4)sin(2x -  л / 6) = 0 має рівно три корені на проміжку [л /12, 
7л/12]?

17. При яких значеннях а рівняння sin2*  = 1 і acos* = sin2* екві­
валентні?

18. При яких значеннях а рівняння sin* = 2sin2*  і sin3* = (а + 1) * 
х sin* -  2(а -  l)sin2*  еквівалентні?

Відповіді

1. Якщо Ь-ф- a y J l , тоХ =  { я / 4 + л і}, keZ; якщо b - a j 2 *  0, то 
X  = {я / 4 + 2лк}, к є Z; якщо b ~ -  а\І2 Ф 0, то Х =  {5л / 4 + 2лі}, 
b=Z.

2. Якщо ае [-  л / 6 + пк, п / 6 + лі], кє2 , то X -  {arccos(2cosa / 
/ Vl + 4cos2 а  ) ± arccos(2 /Vl + 4cos2 a  ) + 2nn) , neZ; при інших зна­
ченнях а Х - 0 .

3. Якщо a = - 5 / 4 ,  ю Х =  {лк - ( -  l)*arcsin(l / 4), я / 2 + пк}, ieZ;
ц о а є ] - 5 / 4 , 1 [, тоА"= {я і+ (-  l/arcsin((V4a + 5 -  1)/4), я і - ( -  1)*х 

arcsin((V4a + 5 + 1)/4), я / 2 + л і}, ieZ ; якщо ає[1; 5[, тоХ =  {я і + 
(-  l)*arcsin((V4a + 5 -  1) / 4), л / 2 + nk},keZ ; якщо ае] -  -5 / 4[U

U[5, Н , ™ х =  { n/ 2  + nk},ksZ .
4. Якщо І а І < 2, то X -  {± (arccos((a2 -  2) / 2)) / 2 + л і} , кє Z; якщо 

|а|>2,тоАг= 0 .
5. Якщо І а  І > 1 ,1 а  І *-%/3 , то Х =  {+ arcsin ^2/(1 + а2) + л і}, ieZ ; 

якщої а І < 1,1 а І — \/3 , тоАГ = 0 .

якщо 
х arcsim 
+
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6. Якщо о є ] - ° ° ,  І і  2[, а ф -  1, аФ  0, а * 1 / 3 ,  то X ­
-  {(- l)*arcsin(a / (а -  1)) + тік} , Ає Z.

7. Якщо ає [тс / 4 + 2ли, 7л / 4 + 2л«], пє2, то X  — { ~ arccos( 1 -
-  у/2 cosa) + ( -  l)larcsin(3 -  2 72 cosa) ~ w 2 + лА), Ає Z; при інших зна­
ченнях а Х = 0 .

8. Якщо І а І > 1, то X = 0 ;  якщо І а І < 1 / З, то { -  я / 4 -
-  (-  l/arcsin а + яА,-я/4 + (-  l)*arcsin3a + лА}, AeZ; якщо 1 /3<| а  |<1,
то А" = { -  л / 4 -  (-  l)*arcsin а  + лА}, Ає Z. ____

9. Якщо а е  [1, “ [, то X -  {± (arccos(- а  + 7 а 2 - 1 ) )  / 2 + лА}, Ає Z;
якщо ає] -  » , -  1], то X  = {± (arccos(- а -Т а^ -Т  )) / 2 + лА}, AeZ; 
якщо а є ]  -  1, 1Г, тоX - 0 .

10. Якщо І а  |<1, то X -  (±(arccosa) і 3 + 2лА / 3}, Ає Z; якщо І о |і>1, 
то X =  0 .

11. Якщо а -  лА, AgZ, то X  = ] - » , « [ >  але х ф л і 2 + яи, иє Z;
якщо а*лА / 2, AeZ, то X -  {л п / 2 + а / 2 + л / 4}, пєZ; якщо а ~ лА + 
+ л / 2, Ає Z, то X  = 0 .  ______

12. Якщо 2 / 3 < І а І < 2, то Л = {arctg((3 а  ±УІ9а2 - 4  ) / 2) + лА}, 
Ає Z; якщо І а  [ > 2, то X -  {arctg{(3a ±\І9а2 - 4  ) / 2) + лА, arctg((a + 
± 7 а 2 - 4 )  / 2) + лА}, AeZ; якщо| о | < 2 / 3, тоХ ~  0 .

13. Якщо ає] — с», — 2 — 2 V 2 ] U [ - 2  + 2 V2 ; 1[U]1, “ [, то А' -  

= {arctg((a ±yja7 + 4 а ~ 4 )  і 2(1 -  а)) + лА), AeZ; якщо а є ] - 2 -  
2 7 2 , - 2 + 2 7 2  [.тоЛ ^Й .

14. Якщо ає ] -  м, 1 І 2[, то X  = {лА}, Ае Z; якщо ае [1 /2, <»[, то 
Л = {лА, ±(arccos((2 -  а) / (а + 1))) / 2 + лА}, AeZ.

15. а = ± 2.
16. а = 1.
17.1 а і> 2.
18. ає] -  0[U]4, “ [U {2, 3>.

fc^d \кЬ
ТРИГОНОМЕТРИЧНІ РІВНЯННЯ 
З АБСОЛЮТНИМИ ВЕЛИЧИНАМИ

Розглянемо рівняння, в яких невідома величина 
або функція від невідомої величини знаходиться під знаком абсо­
лютної величини.

Означення Найпростішими тригонометричними рівняннями з 
й ї абсолютними величинами називаються рівняння виду

І Т(Дх» І = а, Т(1у{*) І) — а,

де Т(х) — деяка елементарна тригонометрична функція (тобто sinx, 
cosx, tgx, ctgx), a  — дане стале число. Прикладами найпростіших 
тригонометричних рівнянь з абсолютними величинами можуть бути 
такі рівняння:

I cos(n і х) І -  1, I tg(3sinx) І = 7з ,

sin 1 х2 -  1 1 = 72 / 2, ctg 1 arccosx 1= 1.

Рівняння I T(J{x)) І = а, де а  > 0, еквівалентне сукупності двох 
рівнянь:

'Т{Пх)) = а 
Т{Дх)) = - а .

Якщо а < 0, рівняння розв’язків не має. Якщо а ~  0, маємо Т(Дх)) = 0. 
Рівняння Т(| Дх) І) = а  еквівалентне сукупності двох систем:

f/(x)> 0  І /(*) < 0
\Т(/(х)) = а  1 1 Т (-/(х ))  = а.

Розв’язати ці системи можна наступним способом. Наприклад, щоб 
розв’язати першу систему, розв’язуємо рівняння ДДх)) — а  і з  його 
розв’язків вибираємо тільки ТІ, що задовольняють нерівністьДх) і  0.

Рівняння 3)1 Дх) {)= а  можна розв’язувати по-Іншому. Визначимо 
з нього |Дх)І:1Дх)І = 6*, де Ьк — сталі числа. Потім із цих рівнянь 
вибираємо тільки ті рівняння, в яких Ьу> 0.

56 57



Рівняння І ДДх)) 1 = g(x) еквівалентне сукупності двох систем:

[7Х/<*))>0
І Г № ) ) = г ( * )

|Г(/(х))<0  
\-T( f (x) )  = g(x),

або системі
l g ( x n o
\T2(f(x))  = g 2(x).

Приклад 1. Розв’язати рівняння

І зіп(2х-гс / 3) 1= 1 /2.

Розв’язання. Дане рівняння еквівалентне сукупності двох рівнянь:

8Іп(2х-я/3) = 1/2 
зіп(2х -я /3 )= -1 /2 .

Розв’язуючи ці рівняння, знаходимо

х, = яА/ 2 + я / 6 + (-  1)*я /12,

або
х2 = -Які 2 + я / 6 -  (-  1)*л /12, keZ,

х = яА/2 + я /6 ± (-1 )*я /1 2 «  
с$х = к к / 2 + к /  6±я / 12, ke Z.

Відповідь. Х = {пк/2 + к / 6 ± к /  12},кєг,

Приклад 2. Розв’язати рівняння

ї§(л /їх— 1 1) = -  1.

Розв ’язання. Маємо я /1 х -  1 ] = тхАг — тс У 4 або 1/ | х -1 І~ А -1/ 4 .  
Ці рівняння мають розв’язки тільки при ке N. Тоді їх -  1 1 = 4 / (4к -  1), 
звідки х -  1 = ± 4 / (4А -  1), абох = 1 ± 4 і  (4к-  1), к&И.

Відповідь. X -  {1 ± 4 / ( 4 * - 1 ) } , * є М

Приклад 3. Розв’язати рівняння

І соз(тс / 2 + 2х) І -  8Іп(тс + х) -  0.

Розв 'язання. Використовуючи формулу зведення, дістаємо:

І біп2х і + віпх = 0 2 1 зіпх | созх І + яіпх = 0.
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Маємо сукупність двох систем:

sin х > 0
2 sin x|cosx| + sin х = 0 
sinxcO
-  2 sin x|cosxj + sin x = 0

J  sinx £ 0
[ sinx(2|cosxj +1) = 0 
J sinx <0
1 sinx(-2jcosx| +1) = 0.

0 )

(2)

Оскільки 2 |cosx) + 1 > 0, то в системі (1) маємо sinx = 0, звідки 
Xj = nk, keZ. У системі (2) sinx *  0, таким чином, 1 -  2|cosx| = 0, або 
|cosx| = 1 /2, тобто

fsmx<0 
\cosx = l /2 
J sinx<0 
\cosx = - l/ 2.

Розв’язуючи знайдені системи, знаходимо:
х2 = -  я / 3 + 2кк, хз = -  2я / 3 + 2я£, ке Z.

Відповідь. Х=  { - я  / 3 + 2кк, -  2я / 3 + 2пк, пк), кє Z.

Приклад 4, Знайти всі розв’язки рівняння I sin(2x -1)1 = cosx, які 
задовольняють умову І х І < 2л.

Розв’язання. Дане рівняння еквівалентне системі 

J  cosx>0
|sin2(2x - l )  = cos2x. ( 1)

Перепишемо рівняння (1) у ВИГЛЯДІ

(1 -co s(4 x -2 ))/ 2  = {l + cos2x)/2 «  
о  cos(4x -  2) + cos2x = 0 <=>

2cos(x- l)cos{3x- 1) -  0.
Останнє рівняння еквівалентне сукупності двох рівнянь

co s(x -l)= 0  
cos(3x -1 ) = 0.
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Перше з цих рівнянь має розв’язок: х = (я + 2) / 2 + ш , neZ; 
розв’язок другого рівняння: х = (л + 2) / 6 + лА / 3, AeZ. Виберемо з 
цих розв’язків числа, які задовольняють умову созл>0.

Маємо:
cos((jc + 2) / 2 + ли) -  ( -  1)"соз((л + 2) / 2).

Оскільки соз((л + 2) / 2) < 0, то з першої серії нерівність со&х > 0 
задовольняють числа, що відповідають непарним п (п -  2р + 1), 
тобто числа х = (Зл + 2} / 2 + 2лр, рє Z. їз них в область І х | < 2я 
потрапляють тільки ті, для яких р  = -  1 і р  = 0, тобто х = ( -  л + 2) / 2 
і х = (Зл + 2) / 2. Другу серію х = (л + 2) / 6 + яА / 3, AeZ, можна 
розбити на шість серій з періодом 2л:

х = (л + 2) / 6 + 2ят, х — (Зл + 2) / 6 + 2лт, 
х — (5л + 2) / 6 + 2ят, х -  (7л + 2) і 6 + 2лт, 
х = ( - я  + 2)/6 + 2л т, х = ( - Зл + 2)/6 + 2лт,

де всюди meZ. Оскільки

соб((л + 2) / 6) > 0, 
соя((5л + 2) / 6) < 0, 
cos((- л + 2) і 6) > 0,

соб((Зл + 2) / 6) < 0, 
соб((7я  + 2) / 6) < 0, 
cos((- Зл + 2) / 6) > 0,

то нерівність со5х > 0 задовольняють тільки числа з трьох серій:
х -  (л + 2) / 6 + Ъ т , т&г; 
х - ( ~ л  + 2)/б + 2кг, те Z; 
х -  ( -  З л  +  2) і 6  +  2щ, цє. Z.

Із них в область і х І < 2л потрапляють тільки ті, для яких т — -  1, 
«і -  0; = 0, г -  1; д = 0, д -  1, тобто ( -  11л + 2) / 6, (л + 2) / 6, ( -  я + 
+ 2) / 6, (11л + 2) / 6, (-  Зл + 2) / 6, (9л + 2) / 6.

Відповідь. X -  { (-  л + 2) / 2, (Зл + 2) / 2, (+ я + 2) / 6, 
(± 1ІЛ + 2) / 6, (- Зл + 2) / 6, (9л + 2) / 6}.

Приклад 5. Розв’язати рівняння
І сокхі + 1 сояЗхІ -  5Іп2х = 0.

Розв’язання. Оскільки функції ІсоахІ, ІсозЗхІ і зіп2х мають пе­
ріоди л, я / З, Я, то періодом лівої частини даного рівняння є Л. Тому 
це рівняння достатньо розв’язати на довільному проміжку дов­
жиною л, наприклад на ] -  л / 2, л / 2], і знайдені розв’язки періо­
дично повторити.

Оскільки при хє ] -  я / 2, я / 2] созх £  0, то дане рівняння можна 
переписати у вигляді

со&х + 1 сояЗхІ -  яіп2х 0.

Застосуємо загальний метод розв’язування рівнянь з абсолют­
ними величинами. Знайдемо, в яких точках ] -  л / 2, л / 2] функція 
соьЗх перетворюється на нуль:

соэЗх = 0<=>3х = ±л/2е=>хі=-я/6,х2 = л/6.
Очевидно, якщохє}-л/2,-л/ 6] и [я / 6, я / 2], функція соэЗх< 0, а 

якщо хє ] -  я / 6, Я / 6[, то созЗх > 0. Тому розглянемо два випадки:
а) знайдемо всі розв’язки початкового рівняння, які належать ] -  я / 2, 

-  л / 6]и[л  і 6, л / 2]. При таких значеннях х | сояЗх] = -  соьЗх і рів­
няння має вигляд со$х -  созЗх -  зіп2х = 0, звідки

2зіпхьіп2х -  зш2х -  0 <=> зіп2х(2зіпх -  1) = 0.
Останнє рівняння на проміжках, які розглядалися, має два корені 

Х| = л / 6,х 2 = я / 2;
б) знайдемо всі розв’язки початкового рівняння, які належать 

] -  л / 6, л і 6[. При таких значеннях х маємо І сойЗхі -  собЗх, а 
рівняння набирає вигляду соях + созЗх -  яіп2х = 0, звідки

2со&хсоз2х - 2яіпхсо£х -  0 <=> соях(соз2х -  зіпх) -  0.
Останнє рівняння на ] -  л / 6, л / 6[не має розв’язків. Оскільки на 

] -  я / 2, я / 2] дане рівняння має два корені X] = л / 6 і х2 = л / 2, то 
всі розв’язки рівняння визначаються формулами х = я/ 6 + яАіх = 
= л і 2 + кк, де Ає Z.

Відповідь. X  ~ (я / 6 + кк, л і 2 + яА}, Ає X.

Приклад 6. Знайти всі розв’язки рівняння >/Г+іїп2х -  созЗх = 0,
які містяться між л і Зл / 2.

Розв ’язання. Оскільки 7Г+Іїп2х - 1 біпх + соях! , то дане рівняння 
можна переписати у вигляді

І 5ІПХ + созхі -  \І2 сокЗх = 0.
Корені рівняння мають задовольняти нерівності я < х < Зл / 2, але 

у третій чверті синус та косинус від’ємні, тому початкове рівняння 
має вигляд

віпх + совх + 'І2 соэЗх = 0.
Вводимо допоміжний кут, а потім перетворюємо суму косинусів 

на добуток тригонометричних функцій:
соб(2х -  я / 8)со5(х + я / 8) = 0.

Це рівняння має розв’язки
Хі =5я/ 16 + лА/2,х2 = Зл / 8 + лп, к<єХ, п^2.
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Потрібно відібрати з цих розв’язків ті, які містяться між я і Зя / 2. 
Знайдемо цілі к, при яких я < 5я / 16 + пк / 2 < Зя / 2, звідки 11 / 8 < 
< к < 19/8, тобто к = 2. Аналогічно дістаємо, що и = 1. Таким чи­
ном, розв’язками рівняння єхі = 21я / 16 і *2 = Пя / 8.

Відповідь. X -  {21я /16,11я і 8}.

Приклад 7. Розв’язати рівняння

л/ tgx + sin х + л/tgx-sinx = V2sin2x.
/’оте 'язання. Маємо

,/tgx(l + cosx) + ̂ /tgx(l — cosx) -->/4 sin х cosx = 0 «

<=> -y/2tgxcos! (x / 2) + -у/2tgx sin2(x/2) --^4tgxcos2 x = 0 <=>

»  л/tgr (I cos(x /2)1+1 sin(x /2)1 -  y/l \ cosxl) = 0.

Ліва частина рівняння є періодичною функцією з періодом я. 
Тому розглянемо дане рівняння на проміжку [0, я[. Оскільки при 
хє [я / 2, я[ y[tgx не існує, то корені потрібно шукати на проміжку [0, я / 2[.

Якщо хє [0, я / 2[, то cos(x / 2) > 0, sin(x / 2) £ 0, coax > 0 і рівнян­
ня набирає вигляду

л/tgx (cos(x / 2) + sin (х / 2) -  V2 cosx) = 0.
Останнє рівняння еквівалентне сукупності рівнянь:

"tgx = 0 ^
cos(x / 2) + sin(x / 2) -  л/2 cos х = 0

"tgx = 0
cos(x / 2) + sin(x / 2) -  V2 (cos2 (x / 2) -  sin2 (x / 2)) = 0

"tgx = 0 (1)
«  cos(x/2) + sin(x/2) = 0 (2)

cos(x/ 2) -  sin(x / 2) = V2. (3)
Рівняння (2) є однорідним рівнянням. У рівнянні (3) вводимо 

допоміжний кут. Дістаємо:
X) -  пк, х2 - - i f . i l  + 2я£, х3 = -  я / 2±2я / З +4як, к<=2.

На проміжку [0, я / 2[ рівняння має два корені Х| = 0 і хг = я / 6. 
Тому всі розв’язки даного рівняння визначаються такими форму­
лами: х = л £ іх  = я/ 6 + пк, к е Z.

Відповідь. X  = {пк, я / 6 + л&), кє Z.
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Приклад 8. Розв’язати рівняння

y jjl  -  |sin xj -  jcos x| = л̂/2 -  |sin X + COS x|,

Розв 'язання. Перепишемо дане рівняння у вигляді

yj^fl -(|sinx| -|cosx|) = -  [sin х + cosx|.

Легко довести, що підкореневі вирази невід’ємні, тому дістаємо 
Isinxl + I cosx І = [ sinx + COSXj .

Використовуючи твердження І а + b\ = І а\ + | £> І, якщо ab > 0, 
маємо sinxcosx > 0, звідки знаходимо пк < х < я / 2 + пк, де ке Z.

Відповідь. X = [пк, я / 2 + пк], кє Z.

ПРИКЛАДИ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

Група А
Розв’язати рівняння.

cos(2lx| — я /6)І - 1 / уіЇ .
ЗІПЯХ2| = 1.
cos2(5x / 2) -  sin2(5x /2)| = 1 / V2 .

4. sinj xi cosx -  -  VJ / 4.
5. 2sin2x -  sinl x| -  1 = 0.

1.
2.
3.

cosxl - 1 cos2x|. 
sin(2ji -  x)| = соз(я + x). 
tgx + ctgxl = 4 / J S .

6.
7.
8. ___
9. 5ІПХ л/8с05\т = 1.
10. ІвіпхІ = віпх + 2собх. _______________
11. Знайти всі розв’язки рівняння зіпх + кіп(я / 8) тДі-совх)2 + ят2 х = 

: 0, які знаходяться між 5я / 2 і 7я / 2.

Відповіді

1. Х=  {±(Ая/4 + 5я /24) } , кє {0} 1)X.
2 .  Х=  {± І̂к + Ї І 2 } , к є  {0> и 
г .Х =  {п{2к + 1) / 20 } ,к є2 .
4 .  Х -  {±(Атт / 2 -  1)*я / 6)}, к є Х
5. Х=  {± я і 6, ± (2я* -  я / 2), ± (л* + ( -  1)*я / 6)}, кєії.  
в . Х -  {2кп / 3, 2Ая / 3 + я / 3}, к%2.
7.Х=  {± Зя/4 + 2 я * } ,* є £
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I .  Х -  (л (3 *± 1 )/ 6 },*є2 .
9. Х=  {(-  1)*л і 8 + л*, ( -  і/Зл / 8 + л*}, ке2.
10. X -  { -  п і 4 + 2л*, я і 2 + 2пк}, ке 2.
I I .  ЛТ= {13я/4}.

Група Б

Розв’язати рівняння.
1. (біпхі + |со&г| -  уі2 .
2. [бігіЗл'і + 8Іп2х = [бІш)._______
3. + (сі^х) / 9 =  7 і /со53 .ї  — 1 -  1.
4. уІПзес2 х + 16(0,5і§хзеслг-1) = 2tgx(l + 4зішг).
5. І̂ І7гзіп7і:|л:[| = %/з .
6 .1§5лс -  (1 -  совМ) / (1 -  5Іп|д:|).
7. 5Іп2* -  БІПХ “ -  соях)/2.
8. віп}* + 30°| + собі*  + 60°| -  1 + соз2х.
9. \/з зі піт -  2 сов2*  = 2 л/2 + 2соз2.ї .
10. Знайти усі розв’язки рівняння (\/і“ С08Х + л/і + С05Я" ) / СО&Х =

-  4зіпх, які знаходяться між 0 І 2л. ____________
11. Розв’язати рівняння т 2(соах -  бішг) = ̂ ЇТ іт їх с о їх .
12. Знайти всі розв’язки рівняння |соз(2х- 3)| = $іпх, які задоволь­

няють умову | х | < 2л.
ВІДПОВІДІ

\.Х= (я* + я / 4, я * + Зл / 4}, *є2 .
2 . Х — {я*, я* + л / 2, кк + л / 3}, ке 2.
3. X -  { -  aгctg(l / 3) + пк, -  агс(д{1 / 6) + я*}, к е 2.
4 . Х -  {2л* ± л / 6, пк -  ( -  1 )*агс5Іп( 1 / 4)}. ке 2 .
5 . Х -  {±(* ± (агссоя(7 / 9)) / 2л} Д є {0)11#.
6. X = {±2пк, + (пк + л / 4) } ,к е  {0} и #
I ,  Х -  {4я* -  4л / 9 ,4я* + 2л / 9 ,4я* + 10л/9, 4лк +  14я/9,4л* + 

+ 20л / 9 ,4л* + 28л / 9, 2л*}, ке2.
8 .  = {л / 2, я / 3, л* + л / 2, 2л* ± л / 3}, * є # ; X  = {я* -

-  ( -  1 )*агсзіп((УЇ9 -  Т з ) / 4 ) } ,* = 0 ,-  1 , - 2 , . . . .
9 . Х =  {л /2 + л*}, к е 2.

Ю.Х = {я/б, Зл / 10,7л/6, 13л/ 10}.
II. X — { -  л /4 ± агч^т2 + 2пк},ке2 .
\2 .X-  {(-  Зл + 6) / 2, (л + 6) / 2, (± 7л + 6) / 6, (± 5л + 6) У 6, (Зл + 

+ 2) / 2, ( - л + 2) /2}.
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СИСТЕМИ
ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ РІВНЯНЬ

При розв’язуванні систем тригонометричних рів­
нянь останні зводяться або до одного рівняння з одним невідомим, 
або до алгебраїчної системи рівнянь відносно самих аргументів чи 
функцій цих аргументів.

Розглянемо деякі типи тригонометричних систем і методи їх 
розв’язування.

1. Системи виду

J sin х + sin у = а , п
\х + у = Ь.

Перетворимо суму синусів на добуток тригонометричних функ­
цій і запишемо перше рівняння системи (1) у вигляді

2sin((x + у) / 2)cos((x -  у) / 2) -  а.

Використаємо друге рівняння системи (1) і початкову систему 
замінимо еквівалентною

Г 2sin(6/2)cos((x-y)/2) = а 
\х  + у = &.

Тут можливі два випадки:
а) sin{/> / 2) = 0, 

тобто
b ~ 2пк, ке 2.

Тоді у = 2л* -  х, і з першого рівняння системи (1) дістаємо: 

siruc -  sinx = а, звідки а -  0.

Отже, якщо sin(Z> / 2) -  0, то система має розв’язки тільки при а  = 0 
і зводиться до рівняння х + у = Ь.

б) sin(6 / 2) *  0.
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При цьому система (1') еквівалентна системі

f cos{(x -  у) / 2) = я /2 sin(6 / 2)
I x + у  = b.

За умови I a / 2sin(6 /2)1 < 1 дістаємо лінійну систему алгебраїч­
них рівнянь відносно аргументів х, у:

f x - y  = ±2arccos(o/2sin(6/2)) + 4rcfc, к є  Z 
\х + у  = b.

Звідси алгебраїчним додаванням знаходимо:
х = b 12 ± arccos(o / 2sin(6 / 2)) + Ink,

у - b i l l  arccos(a / 2sin(6 / 2)) -  Ink, ke Z,

За умови Ja  / 2sin(Z> / 2)| > 1 система (1) розв’язків не має. Ана­
логічно розв’язуються системи виду

J sin х -  sin у  = a  J cost ± cosy = а
|х±у=г>, іх±у=г>.

До системи виду (1) можна звести систему

{ sinx + cosy = я 
х + у = Ь.

Заміною n / 2 - y - t  дістаємо

J sin х + sin t = а 
] x - t  = b~n/2 .

Аналогічно розв’язуються системи виду

{ sinx±cosy = a 
х ± у  = Ь.

2. Така методика використовується при розв’язуванні систем виду
Г яіпхзіпу = я 
\х + у = Ь. (2)

Перетворивши добуток синусів на суму тригонометричних функ­
цій, замінимо дану систему еквівалентною:

/ соз(х -  у) -  соз(х + у) = 2я І соз(х -  у) = 2а + соз Ь п , 
\х+у=й ^  \х+у=гг.
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Якщо |2а  + со$Ь\ < 1, то система (2'), а з нею і система (2), має 
розв’язок:

х - Ь !  2 + (агссоз(2я + собі)) / 2  + пк,

у  -  Ь / 2 + (агссок(2я + сові*)) / 2 -  пк, кє.2.

Якщо |2а  + совй] > 1, то система (2) не має розв’язків.
Аналогічно можна розв’язувати системи:

{ cosxsiny = а 
х ± у  = Ь;

J tgx ± tgу = а 
\х±у = 6;

(tgrtgу = а 
\ х ± у  = Ь-,

{ cosxcosy - а  
х ± у  = Ь-

J ctgx ± ctgy = а  
1 х ± у  = Ь;

f ctgxctgy = а  
\ х ± у  = Ь.

3. Системи виду
J sinxsiny = а 
[cosxcosy = & (3)

Додавши і віднявши рівняння системи (3), дістанемо еквівалент­
ну систему

Гсо8(х-у) = а + &
\ соз(х + у) = Ь -  а. (З')

(З")

Система (З7) має розв’язки, якщо \а + Ь\ < 1 i\b -  а\< 1. У цьому 
випадку маємо:

{ x - y  = ±arccos(a + 6) + 2jiA:l к є  Z 
х + у = ± arccos(A -  а) + 2ли, п є  Z.

Знаки в (3") вибрано довільно, тому із системи (З77) дістаємо 
сукупність чотирьох систем:

х -  у = arccos(a + b) + 2 лк 
х + у  = arccos(£> -  а) + 2тт 
х -  у = -arccos(a + 6) + 27ік 
х + у = -arccos(Z) -  а) + 2пп 
х -  у = -arccos(a + 6) + 2пк 
х + у = arccos(6 -  а) + 2пп 
х -  у = -arccos(я + £) + 2пк 
х + у = -arccos(i -  а) + 2пп, к n e Z .
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Алгебраїчним додаванням зі здобутих систем знаходимо чотири 
розв’язки. Необхідно звернути увагу на те, що цілі числа, на які в 
(З") множимо 2тс, необхідно позначити різними буквами, оскільки ці 
множини розв’язків не пов’язані між собою. Якщо ці розв’язки 
записати однією буквою, то їх буде втрачено.

Таким методом розв’язуються системи:

fsinxcosy = a Fsinxcosy = а
1 cos х sin у — b; I tgxtgy = b , a b *  0;
fsinxsiny = a f sinxcosy = a
1 ctgxctgy = b , a b * 0; [ tgrctgy- b ,  a h *  0.

4. Системи виду

{sinxcosy = a 
cosxcosy = 6, b * 0. (4)

Поділивши перше рівняння системи (4) на друге, дістанемо tgx = 
~ a ! b ,  звідки х — arctg(o / Ь) + тік, ке Z. Підставляючи знайдені 
значення х у друге рівняння системи (4), дістаємо:

Маємо:
cosy - Ы  cos(arctg(« / b) + пк). 

cos(arctg(a / b) + пк) = ( -  1 )*cos(arctg(ff / b)).
Оскільки ап^(о і Ь)е ] -  я / 2, тс / 2[, то соз(ап^(а / 6))>0.
Нехай для визначеності Ь > 0, тоді

С08(ап^(а / Ь)) = Ь 1 4 а 2 + ї 2 і сову = ( -  ]/ 4 а 2 + Ь2 .

Якщо а1 + Ь2< 1, т о у - ±  агсс05((- ])*4 а 2 + Ь1 ) + 2т , пє І .
Таким чином, Ь ф 0 і а2 + Ь2 < 1, а отже, система (4) має такі 

розв’язки (6 > 0):

х = аг^ (а  / Ь) + пк,

у = ±агссо8((- І)* 4  а 1 + Ь1 )) + 2т , к, нє 2.

Аналогічно розв’язуються системи виду

/sinxcosy = а 
|sinxsiny = b;

Js in x -sin y  = а 
\cosx±cosy = 6;

{ sinx + siny = а  
cosx+ cosy=b;

{ sinx + cosy = a 
cosx + siny = b.
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В останніх трьох системах необхідно перетворити суму тригоно­
метричних функцій на їхній добуток.

5. Системи виду
faIsinx + i<lsiny = c1 
\ а2 cos х + Ь2 cos у = с2. (5)

Система (5) легко розв’язується, якщо одне з чисел а\, а2, Ь\, Ь2 
дорівнює нулю. Наприклад, при й] -  0 з першого рівняння знахо­
димо siny — C \ ! b \ i  при а\ -  0 з другого рівняння визначаємо cosx.

Нехай афхафі *  0. Систему (5) розв’язуємо, виключаючи одне з 
невідомих. Для цього переписуємо систему (5) у вигляді

fsinx = c1/a1 - (6 (siny)/a, 
\cosx = c2/a2 - ( i 2cosy)/a2. (50

Підносимо ліву і праву частини обох рівнянь системи (50 ДО 
квадрата і додаємо, дістаємо рівняння

acosy + £>siny + esin2y = a. (5'0
Це рівняння універсальною підстановкою tg(y / 2) = { зводить­

ся до рівняння
ос</ + ом3 + а2ґ  + a3t + 04 -  0.

Рівняння виду (5") розв’язуються дуже просто, якщо а  чи Ь 
дорівнює нулю. Знайдемо siny чи cosy, а потім із (5') визначаємо sinx 
чи cosx. Користуючись цією методикою, необхідно для знайдених 
коренів виконувати перевірку, оскільки рівняння системи підно­
сяться до парного степеня.

6. Системи виду
[ sinx + siny- а  
[sin2x + sin2y = fe.

Користуючись методом заміни и -  sinx, v = siny, із системи (6) 
дістаємо алгебраїчну систему рівнянь

(6)

u + v = a
и2 + v2 = b,

еквівалентну системі
u + v = a

2[иу = (а2-Ь ) / 2.

Знайдені розв’язки останньої системи мають задовольняти умову 
І » І < 1, І V І ^ 1. Аналогічно, користуючись заміною, системи три­
гонометричних рівнянь виду
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sinx + siny = a f cosx + cosy = a
cos2 x+cos1 у  = b; \ cos2 x + cos2 y = b;
cosx + cosy = a Г 0]tgX + 6|tgy = Cj
sin2 x +sin2 у = 6; [ a2ctgx + b2ctgy = c2

зводяться до алгебраїчних систем рівнянь.
Дія поглибленого засвоєння методів розв’язування тригономет­

ричних систем розглянемо приклади.

Приклад 1. Розв’язати систему рівнянь

| tgXtgy = 1/3
!  х + у = я/3.

Розв’язання. Множина допустимих значень цієї системи — усі 
дійсні числа, крім точок я / 2 + ял, п&2. Використаємо метод 1, для 
цього перейдемо в першому рівнянні від добутку тангенсів до коси­
нусів:

(соб{х -у )  -  1 / 2) / (С05(д- -у )  + 1 / 2) = 1 / 3.

Із цього рівняння знаходимо

СОв(х - у )  -  1.
Звідси

х - у  = 2к к ,кєг .

Таким чином, дістали систему лінійних алгебраїчних рівнянь

| х -  у = 2жк, к е  Z 
\х + у  = к/3,

розв’язавши яку, знайдемо х = я / 6 + тік, у -  я / 6 -  тік, кє2.  
Відповідь. {(х,у)} = {(я / 6 + пк\ я / 6 -  яЛ)}, к ег .

Приклад 2, Розв’язати систему рівнянь

Г зіпхзіпу = 3/4

Розв’язання. Цю систему розв’яжемо методом 2, урахувавши при 
цьому множину допустимих значень невідомих:

хФК /2  + я і, ke Z; у*ж і 2 + ял, яє Z, 

70

(П

Із другого рівняння системи, ураховуючи перше, дістаємо 
З / (4со&хсозу) -  З, 

тобто маємо систему рівнянь
ГзІПХ8Іпу = 3/4 
|с05ХС08у = 1/4. (1)

Ця тригонометрична система рівнянь еквівалентна початковій за 
умов (Ґ). Додавши і віднявши рівняння системи (1), дістанемо:

{ cos(.t -  >0 = 1 
cos(x + y) = -l/2

І х -  у = Ink, 
j x  + y = ±2я/

к є  Z 
±2я/3 + 2яя, иє Z.

Маємо хі, 2 -  я(я + к) ± я / 3, уі, 2 ~  я(л -  к) ± я / 3; keZ, neZ. 
Значення к і я змінюються незалежно одне від одного.

Відповідь, {(х, у)} -  {(я(и + к) ± я / 3, я(я -  к) ± я / 3)}; к, яє Z.

Приклад 3, Розв’язати систему рівнянь
Г COS X + cos у = 1
|cos(x/2) +cos(y/2) = V 2/ 2-l.

Розв’язання. У першому рівнянні системи подамо косинуси да­
них аргументів через косинуси половинних кутів, дістанемо екві­
валентну систему

[2cos2(x/ 2)-i+ 2cos2(y / 2 )-i= i 
|cos(x/2) + cos(y /2) = \І2 /2 - 1.

Зробимо заміну cos(x / 2) = и, cos(y / 2) -  v 

[w2 + v2 =3/2 
|м + v = - l  + V2 /2,

Розв’язок цієї системи легко знайти:

иі = >/2 / 2; V] = -  1; «ї = -  1; V2 = V2 / 2.
Для знаходження х і у необхідно розв’язати сукупність двох 

систем рівнянь
г lcos(x/2) = V2/2 

[cos(y/2) = - l  
[cos(x/2) = - l  
jcos(y/2) = V2/2.
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Звідси дістаємо розв’язки початкової системи рівнянь:

Xj ~±ЖІ 2 + 4пк; V’l = 2к + 4яп, Ає Z, «є Z.
*2 = 2л + 4лр; /2 = ±л / 2 + 4ТЕ£, /?є 7, qe Z.

Відповідь-. {(х,у)} -  {(±л / 2 + 4лА; 2л + 4пп),
(2л + 4лр; ±л /2 + 4л,?)}; і, n , p , q e  Z.

Приклад 4. Розв’язати систему рівнянь

{sin х + sin у = sin(x + у)
ІХІ +(у| = 1.

Розв’язання. їз першого рівняння системи дістаємо:

2sin((x + у )/2)cos((x-у ) і 2) - 2sin((x + у) /2)cos((x + у)/2) = 0 «  
<=> sin((x +у) / 2)(cos({x -у )  / 2) -  cos((x + у) / 2)) = 0 о  

<=> sin((x + у) / 2)sin(x / 2)sin(y / 2) = 0,
звідки

~sin{(x + y)/2) = 0 
sin(x/2) = 0 

_sin(y / 2) = 0.

а) Якщо sin((x + у) / 2) = 0, то x + у = 2лА, keZ. З урахуванням 
другого рівняння системи бачимо, що для к єдине допустиме зна­
чення к = 0. Отже, х + у — 0, тобто х = -  у. Якщо підставити х = -  у у 
друге рівняння системи, дістанемо 2ІхІ = І, звідки х, = 0,5; у, = -  0 5- 
Х2 = -0 ,5 ;у 2 = 0,5. ’ ’

б) Якщо sin(x / 2) -  0 то х = 2л«, пє Z, але з другого рівняння І х | < 1, 
тому И = 0,Х = 0. Тоді ІуІ -  1, ВІДПОВІДНО Хз = 0, Уз = 1,Х4-0,у4 = -  1.

в) Якщо sin(y / 2) = 0, то у = 2жт, meZ. Як і в випадку б), знахо­
димо х5> <, -  ±1; у5< 6 = 0.

Відповідь. {(х,у)} = {(0,5; -0,5), (-0,5; 0,5), (0; І),
(0; -1), (1; 0), (-1; 0)}.

Приклад 5. Розв’язати систему

f4sin(3x + 2y) + sinx = 0 
І4 sin(2x + Зу) + sin у = 0.

Розв 'язання. Перепишемо систему у вигляді

Г4 sin(3x + 2у) = -  sin х 
Isin у = -4  sin(2x + Зу).
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Перемноживши рівняння системи, дістанемо рівняння 
$іп(3х + 2у)яіпу = біп(2х + Зу)5Іпх,

яке є наслідком початкової системи. Перетворимо добуток тригоно­
метричних функцій лівої і правої частин рівняння

звідки
cos(3x + у) = cos(x + Зу),

" х -у  = 7Ш() И(Є Z 
х + у = яп1 і 2, п2 є Z.

0 )  
(2)

Якщо виконується (1), то з першого рівняння початкової системи 
дістаємо:

з ту (16соз22у + 8сой2у -  3) = 0.
Звідси маємо:

Уі -  Тік, X] -  ЛИ,
Уг, з ~ ±(агссоБ( 1 / 4)) / 2 + як, хг, з -  ±(агссоз(-3 / 4)) / 2 + яп,
Уа, 5 = ±(агссоз(-3 / 4)) / 2 + як, х4, з = ±(агссоз(-3 / 4)) / 2 + яп, 
к, neZ.

Якщо виконується рівність (2), то з другого рівняння початкової 
системи дістаємо віл у -  0 і знову маємо значення уі і Х]. Перевіркою 
переконуємося, що знайдені невідомі є розв’язками початкової системи.

Відповідь. {(х,у)} = {(лА; ли), (±(агссоз( 1 / 4}) / 2 + ля;
+ (агссо8(1 /4)) / 2 + лА),
(±(агссоз(-3 / 4)) / 2 + яп;
±(агссоБ(-3 /4))/2 + лА)}•,k,neZ.

Приклад 6, Розв’язати систему рівнянь

' tg(x / 2) + ї%(у / 2) -  ctg{z / 2) = 0 
і с о з (х -у -х )  = 1/2 

х + у  + г = я.

Розв ’язання. Із останнього рівняння системи знайдемо г = я - х - у ,  
якщо підставити в перші два рівняння системи, дістанемо

М х  / 2) + 1в(у / 2) = гв((х + у) / 2)
\соз2х = -1/2.

Розв’язуючи друге рівняння отриманої системи, знаходимо: 
х = ± л /3 + лА, Ає Z.
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Природно підставити цей вираз для х у перше рівняння останньої 
системи, але тоді дістанемо складне тригонометричне рівняння від­
носно у. Тому діятимемо інакше. Розпишемо тангенси через синуси і 
косинуси:

зіп((лс + у) і 2)(соя((х + у) і 2) -  соя(л: / 2)соз(у / 2)) = 0. (1)

Звідси біп((х + у) / 2) — 0, тобто х + у -  2ля. Отже, маємо першу 
множину розв’язків:

Х\ = ±л / 3 + кіс, Уі = +л / 3 + (2л -  к)к; 2( = л -  2ля, к, п<=2.

Якщо прирівняти до нуля другий співмножник із (1) і врахувати 
формулу косинусів суми, то дістанемо біпСд: / 2)зіп(у / 2) = 0. Але 
оскільки х = ±л / 3 + тік, то зіп(х / 2) *  0. Отже, зіп(у / 2) -  0. Відповід­
но друга множина розв’язків така:

Хг -  ± я / 3 + пк, уг = 2яш, г2 = л + л/ 3 -  (2т + к) я, т, к<з.2.

Зазначимо, що при перетворенні рівняння (1) ми розширили об­
ласть допустимих значень (ОДЗ), тому необхідно зробити перевірку, 
за допомогою якої переконаємося, що обидві множини розв’язків 
задовольняють початкову систему.

Відповідь, {(х, у, 2)} -  {(±л / 3 + пк; +л і 3 + (2и -  к)л; л -  2яи);
(±л !2  + кк; 2тш; я£я /3 -  (2т  + £)я)}; к, п, тє2.

Приклад 7. Розв’язати систему рівнянь

Г6созх + 4созу = 5 
13зтх + 2 з т у  = 0.

Розе ’язання. Перепишемо дану систему у вигляді

{6 cos х = 5 — 4 cos у 
6sinx = -4siny.

Піднесемо до квадрата обидва рівняння системи і додамо. Дістанемо

Маємо
cosy =1/8,

Оскільки при піднесенні до квадрата можлива поява сторонніх ко­
ренів, то безпосередньою підстановкою знайдених значень у друге 
рівняння початкової системи дістанемо остаточну відповідь.

Відповідь. ((.V, у)} = {(агссоз(3 / 4) + 2ял; -  arccos(1 / 8) + 2лі),
(-  arccos(3 / 4) + 2яя; arccos(l / 8) + 2лі)}; 
і ,  яє Z.

Приклад 8. Розв’язати систему рівнянь 
Jctg х + sin 2у = sin 2х 
(2 sin у 5Іп(х + у) = cos X.

Розв'язання. Множина допустимих значень для х є множина дій­
сних чисел, крім точок х = лі, іє  Z. Перетворимо добуток тригоно­
метричних функцій на суму в лівій частині другого рівняння:

Jctg х + sin 2у = sin 2х 
jcos(x +  2y) =  0.

Із другого рівняння цієї системи маємо:

х = л/ 2 -2 у  + лі, і  є Z,
Підставимо х у перше рівняння системи. Дістанемо рівняння від­

носно у:
tg2y + sin2y = sin4y, 

або
sin2y (2cos22y -  cos2y -  1) = 0.

Це рівняння еквівалентне сукупності трьох простіших рівнянь:
sin 2у = 0 
cos2y = 1 

_cos2y = -1/2.
Очевидно, що множина розв’язків другого рівняння входить у 

множину розв’язків першого рівняння. Остаточно знаходимо
Х[ = л / 2 + лр; у, = ял / 2;
х2 ~ л / 2 ± 2 я  / 3 + яр; уг = ± я /3 + ли, п , р є  Z.

Відповідь, {(х, у)} = {(я / 2 + Яр; Пп І 2),
(л / 2 ± 2 л /3 + лр, ± л / 3 + я я )};п , р є  Z.

у - ±  arccos(l / 8) + 2яі, і  є  Z.
Тоді з першого рівняння початкової системи знаходимо 

х = ± arccos(3 / 4) + 2л«, яє Z.

Приклад 9. Розв’язати систему рівнянь

J2sinxcosy = 2ctgx + ctgy 
\2 sin.y cos x = ctg X + 2ctgy.
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Розв ’язання. Праві частини рівнянь початкової системи визначе­
но за умови sinx Ф  0, siny Ф  0. Нехай ці умови виконуються, додамо і 
віднімемо рівняння даної системи. Дістанемо еквівалентну систему:

{2 sin(x + у) -  3 sin(x + у) /(sin х sin у)
2 sin(х -  у) = -  sin(x -  у) /(sin х sin у) 

fsin(x + yXsin х sin у -  3 / 2) = 0
lsin(x -  y)(sin x sin у +1 / 2) = 0. ( 1)

Оскільки І віпхвіпу ]< 1, то вираз впившу -  3 /2 не може дорівню­
вати нулю. Тому система (1) еквівалентна сукупності двох систем:

і- Jsin(x + у) = 0 
lsin(x -  у) = 0 
fsin(x + у) = 0 

L Isinxsiny = -1/2,

Система (2) має такі розв’язки:

х = тс(л + А) / 2, у = тс(л - к )  /2, Z,

(2)

(3)

(4)
Враховуючи, що віпх *  0, віну Ф 0, дістаємо, що у формулах (4) 

п + к і п - к мають бути непарними числами:
п + к = 2т +1, п -  к ~ 2 р +  1, /и, є 2.

Таким чином, розв’язки системи (2) можна записати у вигляді 
хі = Я / 2 + пт, уі = я / 2 + тер, т ,р є .2 .

Розглянемо систему (3). Із першого рівняння маємо:
х + у  = іш, п є .2 ,  (5)

а з другого рівняння системи (3), враховуючи (5), знаходимо
( - 1 ) и8Іп2х  = 1 / 2 .  ( 6 )

Якщо п — непарне, рівняння (6) не має розв’язків, а при парному 
дістаємо такі розв’язки:

Х2 =  ТІ 14 + тст / 2, т е  2. (7)

Розв’язки системи (3), враховуючи (5) і (7), можна подати відпо­
відно в такому вигляді:

х3 = я /4 + гоя / 2; уз = 2пк- я  / 4 -жт  / 2; т , к е  2.
Відповідь, {(х, у)} = {(тс / 2 + ТСт; я / 2 + пр), (тс / 4 + пт і 2;

2лк~  я / 4 - Я т  і 2)}; р , т , к в  2,
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Приклад 10. Розв’язати систему рівнянь 

[Vsinxcosy = 0 
[2 sin2 х -  cos 2у -  2 = 0.

Розв 'язання. Із першого рівняння системи випливає, що sinx ї  0. 
Тоді дана система еквівалентна сукупності двох систем:

sinx = 0
2$m2x -c o s 2 y -2  = 0 
sinx > 0 
cos у = 0
2sin2 x -co s2y  — 2 = 0.

Перша з цих систем розв’язків не має (cos2y Ф -2), а друга екві­
валентна системі

(cosy = 0 
[sinx = V2/2,

звідки х = (-1)*я/ 4 + пк; у -  я/2 + я«; п, к є  Z.
Відповідь, {(х, у)} = {({—1)*іс / 4 + я/с; я / 2 + ял)}; п, к є Z.

Приклад 11. Розв’язати систему рівнянь

fsin2(-2x) -  (3 -  з/2) tg 5 у = (З 'Я  -1)/ 2
jtg 2 5у + (3 -  л/2) sin(-2x) = (3V2 -1) і 2.

Розв’язання. Зробимо заміну sin(-2x) = и, tg5y -  v, тоді початкова 
система буде мати вигляд

fw2- ( 3 - V2)v = (3^2-1)/2
|/ + (3-V 2)« = (3V 2-l)/2.

Якщо від першого рівняння відняти друге, дістанемо еквівалент­
ну систему

(и2 -(3->/2)у = (Зл/2-1)/2 
[ы2 -  v2 -  (3 -  V2)(v + и) = 0.

Подамо цю систему у вигляді

[w2 — СЗ — V2)v = (Зл/2 — 1) / 2 
[(w + v )(u -v -3  + V2) = 0.І:
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Остання система еквівалентна сукупності двох систем: 

и2- (  3 -  V2 )v = <зТ2 -1 )  / 2
V — - U

ju 2 - ( 3 - 7 2 ) у = {з72-1)/ 2
|v = w - 3  + 72 .

Розв’яжемо першу систему даної сукупності. Підставивши (-«) 
замість v у перше рівняння, дістанемо рівняння

м2 + (3 -  72 )и -  (3 72  -  1) / 2 = 0,

яке має корені щ = 7 2 / 2 ,  щ -  (-6  + 7 2  ) / 2. Таким чином, перша 
система має розв’язки

Ги, = 7 2 / 2  и | и2= {-6  + 7 2 ) / 2  
\vt= S / 2  U [ vj= ( 6 - 7 2 ) / 2 .

Розв’яжемо другу систему отриманої сукупності. Підставивши 
и -  3 + 7 2  замість v у перше рівняння, дістанемо рівняння

а2- ( З -  7 2 ) «  + ( 2 3 - 1 5 7 2 )  / 2 = 0 .

Останнє рівняння не має дійсних коренів, адже дискримінант 
від’ємний. Отже, початкова система еквівалентна сукупності двох 
систем:

jsin{-2x) = 7 2 / 2  ^  Ґ sin(-2x) = (-6  + 7 2 ) / 2 
Itg 5у = - 7 2  / 2; 1 tg5y = (6 -  7 2 ) /  2.

Друга система розв’язків не має, бо (-6  + 7 2 ) / 2 < -1 , Розв’я­
зуючи першу систему, дістаємо:

х -  (-1)ч+ 'я / 8 -  ял / 2; y --(a rctg (T 2/ 2))/ 5 +%к/5; л ,* є  Z.

Відповідь. {(х,у)} = {((-1)я+ ‘я / 8 -  кп і 2;
-  (arctg(72  /2) )  / 5 + п к / 5)}; л, А є  Z.

Приклад 12. Розв’язати систему рівнянь

sin Х + COSX = 1/72 + sin у -  cos у 
2sin2x = 3 /2  + sin2y.

Розе 'язання. Введемо позначення и -  sinx + cosx; v -  siny -  cosy. 
Використавши те, що sin2x — и2 — 1, sin2y = 1 — v , дістанемо систему 
алгебраїчних рівнянь

fw=l/T2+v 
\lu2 +v2 =9/2.

Дана система має два розв’язки:

и, = - 4 / ( 3 7 2 ) ;  V] = - 7  / ( 3 7 2 ) ;  и2= 7 2 ; v3 = w T 2.

Таким чином, початкова система еквівалентна сукупності двох 
систем:

Jsinx + cosx = -4/(3T2) у  Г sinx + cosx = T2
\sin у -  cos у = —7 /(372) \ sin у -  cos у = 1 / 72.

Перша із цих систем розв’язків не має, адже)зіпу-со8у( < 7 2  , а 
І -7  / (2 72) t > 72  . У другій системі, ввівши допоміжний кут, зна­
ходимо:

sin(x + л / 4 )= 1 ,х  = іс/4 + 2 пт, т е  Z; 
sin{y- л / 4) -  1 / 2 ,у = Н У 'я /6 + л /4 + іи , и е 2. 

Відповідь, {(х,у)) -  {(я/4 + 2я/и, (-1)пя/6 + л/4 + лл)};л,/ие Z.

Приклад 13. Розв’язати систему рівнянь

3 tg(y і 2) + 6sin x = 2 sin(y -  x) 
tg(y / 2) -  2 sin x = 6 sin(y + x).

Розе 'язання. Помноживши почленно рівняння даної системи, пі­
сля перетворення дістанемо рівняння

tg2(y/2) = 4sin2y,

або , , , ,
_ tg 2(у і  2) = (16tg20  / 2)) / (1 + tg2(y / 2))2,

звідки
"tg{y / 2) = 0
_tg(y/2) =± 7з.

Знаходимо значення у:
Уі = 2я«, уїд -  ±2я / 3 + 2я«, и є  Z.
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Кожне зі знайдених у підставимо в обидва рівняння початкової 
системи. Для у\ ~ 2яи знаходимо sinx = 0 і xj = пк, к є Z. Для 
У2 ~ 2я і  3 + 2яи маємо систему:

{ 7з cosx -  5 sin х = 3\/3 
Зл/З cos х -  sin х = \/3.

Звідси соях =1/7, sinx = -  4 х/з / 7, тобто -ті / 2 < х < 0, маємо 

х2 = 2я£ -  arccos( 1/7), к є  Z.

Для yj = -  2я / 3 + 2яи знаходимо cosx = 1/ 7, sinx = 4 -Тз /7, тоб­
то 0 < х < Я / 2, маємо xj = arccos{ I / 7) + 2л£, к е  Z.

Відповідь, {(х, у)} = {(лА; 2 ля); ( -  arccos(l і 7) + 2я£;
2л / 3 + 2ян), (arccos(l / 7.) + 2л£;
- 2 л  / 3 + 2тш)}; «, fo=Z.

Приклад 14. Розв’язати систему рівнянь

Г tg(K / 4 + х) = 2>/2 cos3 у 
[tg(n/4-x) = l - J l  sin3 у,

Розв 'язання.
За формулою зведення маємо tg(rc / 4 -  х) = ctg(n / 4 + х). Таким 

чином, початкова система еквівалентна системі

jtg(rc/4 + x) = 2\/2cos3y 
jctg(rc/4 + x) = 2 >/2 sin3 у.

Помноживши почленно рівняння цієї системи, дістанемо

1 = 8cos3y sin3y,

звідки sin32y = 1, sin2y = t, у = л / 4 + яи, « є Z. Ці значення підста­
вимо у систему (1) і, врахувавши, що

cos(a + я п) = (-1 )"cosa, sin(a + яп) = (-1 )"sina,
дістанемо:

І^(л/4 + х) = Н ) я (2)
|с18(я/4 + х) = (-1 )\ и є7 . ■

Якщо и = 2к, ке Zt то у = я / 4 + 2як і система (2) еквівалентна од­
ному рівнянню 1§(я / 4 + х) = 1. Звідси х = лт, meZ. Якщо п = 2к + 1,

keZ , то у = я / 4 + я(2к + 1) і система (2) еквівалентна рівнянню 
tg(rc і 4 + к) ~ -1 , звідки х = -  я / 2 + я т , т е  Z.

Відповідь. {(х,у)} = {(ят; я / 4 + 2лі);
(-я/2 + я т;Л / 4  + я(2А: + 1 ))};т , к е  Z.

Приклад 15. Розв’язати систему рівнянь

{cosx cos 2у + sin у cos 2х + 2 cos х = 1 
cos 2х + 3 cos 2у + 8 sin у = 8 + 4 sin х cos у.

Розв’язання. Використаємо формулу косинуса подвійного аргу­
менту, у другому рівнянні системи подамо cos2x у вигляді 1 -  2sin х 
І, розв’язавши друге рівняння як квадратне рівняння відносно sinx, 
дістанемо

sinx = -  cosy± у —(1 — 2 sin у)2. (1)

Підкореневий вираз у цьому рівнянні невід’ємний тільки при
1 -  2siny = 0, тобто при

siny =1/2. (2)
Із (1) знаходимо

sinx = -  cosy. Q)
Із (2) і (3) випливає, що

cos2y =1/2, cos2x = -1 / 2. (4)

Використовуючи рівності (2) і (4), із першого рівняння початко­
вої системи дістаємо

cosx =1/2.
Звідси

х = ± л /3 + 2пк, к е  Z,
а з (2) знаходимо:

у = ( -  1)ия / 6 + яи, п є  Z.
Враховуючи відповідно (3), дістаємо

х = ±я / 3 + 2я&,у = ±я / 3 + я / 2 + 2лт; пі, keZ.
Відповідь, {(х,у)} = {(±л/3 + 2яА,±л/3 + л/ 2 + 2лт)}, т , к е  Z.

Приклад 16. Розв’язати систему рівнянь

(sin xcos2y = (a2 - 1)2 +1 
\cosxsin2y = a + l.
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Розв'язання. Оскільки ліві частини рівняння даної системи за мо­
дулем менші або дорівнюють 1, то початкова система може мати 
розв’язок тільки при тих значеннях а„ які задовольняють систему 
нерівностей

[(а2 -  І)2 +1 <1 
[Іо + 1І<1.

Звідси а  -  -1. Враховуючи це, запишемо дану систему у вигляді

Гзіп ха^ у = 1 
|сО5Х8Іп2у = 0.

Додаючи і віднімаючи почленно рівняння системи, дістаємо ал­
гебраїчну систему:

1х + 2у = я/2 + 2л£, k e Z  
}х -2 у  = л/2 + 2яя, « є  7.

Звідси х ~ ті/2 + л(& + п ) ,у - к ( к  -  гі) 12, п,к  є І.
Відповідь. {(х,у)} = {(я / 2 + п(к + я), я(к -  я) / 2)}; п, к є І.

Приклад 17, Знайти всі значення о, при яких має розв’язки сис­
тема рівнянь

112-7соа(лу/2) -  5 1 - 1127соз(Яу/2) -  7 1 + 124л/со5(лу/2) +131 =
• =11—^їш(іс(х-2.у-1)/3)

2(х2 + ( у - а )2) - 1 = 2->/х2 + (у - а } 2 -  3/4.

Ро з в ’язання. Ліва частина першого рівняння має вигляд 
ґ{-^С08(яу/2) ) ,  де

Р{2)-\ 122-5  1-І 122-7  І+ 1 242 + 13 |.

Враховуючи, що 2 = л/софіу/2) > 0, дослідимо функцію Р{£) при 
2 > 0 методом інтервалів. Дістанемо:

г Г0<2<5/12 
1^(г) = 11 + 242 
Г5/12<г<7/12 
\Г(г) = 48г + 1 
Гг>7/12 
^ ( 2 ) -2 4 2  + 15.

Таким чином, Дг) — зростаюча функція при 2 > 0, її найменше 
значення ДО) -  11. Права частина першого рівняння набуває зна­
чення, що не перевищує 11. Відповідно перше рівняння початкової 
системи еквівалентне системі

1соз(яу/2) = 0
І8Іп(я(х -  2у - 1) / 3) =  0, 

або
[Г = 2*  + !
1 х -2 у -1 = 3 я ; л ,£ є 7 . ^

Розглянемо друге рівняння початкової системи. Зробимо в ній
підстановку и = 4 х 2+ ( у - а ) 2-  3/4 , після якої рівняння буде мати 
вигляд 2(ц2 + 3 / 4) -  1 -  2и або л2 -  м + 1 / 4 = 0, звідки и~  1/2, тобто

х2 + (у -а )2- 3 / 4 =  1 /4 
або

х* + ( у - а ) 2= 1. (2)

Оскільки х — цілі числд, можливі тільки випадки х = ±1; х -  0. 
Розглянемо їх окремо.

а) Випадок х = -1. Із системи (1) випливає, що
2у = -3п -  2, у = 2к + 1; п, к є 7.

Запишемо ці розв’язки у вигляді 2(у + 1) = -Зл, у + 1 = 2к + 2, звідки 
випливає, що у + 1 ділиться на 6. Крім того, із (2) при х -  -1 маємо 
(у -  а)2 = 0, звідки у = а = 6/>- 1 , р є  X.

б) Випадок* -  1. Із системи (1) маємо 2у = -  Зл, у -  2к + 1; я, к є 7, 
або 2(у-  3) = -3(и + 2 ) ,у -3  = 2(А- 1).

Отже, у  -  3 ділиться на 6. У цьому випадку, враховуючи (2), діс­
таємо у — а  = б/* + 3,/7 є  7.

в) Випадок х = 0. Згідно з (1) дістаємо 2у = -Зя -  1, у = 2£+ 1, або 
2(у -  1) -  -  3(я + 1), у -  1 = 2к. Отже, у  -  1 ділиться на 6. Із (2) маємо 
у -  а ±  1, тобто а  = 6р або а  = 6р + 2,/> є  7.

В/дяовгїЬ. ає {6А -  1 ,6£, 6к + 2, 6& + 3}, А є 7.

ПРИКЛАДИ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 

Група А
Розв’язати системи рівнянь.

І Гсозлхсозяу = 1/4 Гвіпх + зІпу = 1
* ^ л ч ^ л у  = -3 . * іх  + у = я/3.
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у = 2л/3 
х /sin у = 2.

x + y -  я/3

Jsinx-5iny = l/2  

[cos x  -  cos у  = -7 з  / 2.

5. P  +
[sin

7* ( t g x tg y -1/3.

^ fsin2x + cos2y = l / 2  
[x + y  = я/4.

11. |tg ^ -tg y  = 2V3/(l + V2)
[ x - y  = я/3.

13 [tgTDC —tgJt>' = 2
’ [x + y = 3/4.

 ̂ [sinxsiny = Тз/4 
[cOSXCOSy = ТЗ/4.

g jsinxsiny = 73/4 
* [ x -y  = “Я/6.

g Jcos((x + y) / 2)cos((x-  y) / 2) = 1 /2 
’ [cosxcosy = 1/4.

[ sin x = 72 sin у
COSJt = V2/3 cosy.

f x - y — 1/3 

[cos2 ях -  sin1 яу = 1 / 2.

, 4. { ^ + / = 1 6
[tg я(х у )= 1.

Відповіді
1. {(x,y)} -  {(A + n + 1 /ЗД -м  -  1 / 3), (A + n -  1 /3, k~ n + 1 / 3)};

k, n  є Z.
2. {(x,y)} = {(2ям + я / 6; я / 6 -2ял)}; ne  Z
3. {(x, у)} “ {(2(и + m)я + я / 2; 2(и -  гн)я + я / 6);

(2(и + т )я  + 7я / 6; 2(и -  т )к  -  я / 2);
(2(« + т)я  + 7я / 6; 2{и -  т)я  + Зя / 2);
(2(я + т)я + 5я/2; 2 (м -т)я  + я / 6) } ; т ,п є  Z.

4. {(х,у)} = {(я(А/2 + и+ 1 /3); я (А /2 -м +  1 / 6));
(я(А/2 + м + 1 / 6);я (А /2 -«  + 1 /3 ))};иД є Z.

5. {(х,у)} = { (я /2 + я А ;я /6 -я А )}Д є  Z.
6. {(х,у)} = {(яА/2 + я/6;яА/2 + я / 3 ) } Д є  Z.
7. {(х,у)| = {яА + я / 6; я / 6 -  яА)}; к є Z.
8. {(х,у)} = {(я / 3 + 2ял; ±я / 3 + 2яА),

( - я  / 3 + 2яи;±я/ З + 2яА)}; « Д е  Z.\л+ Іч9- {(*,у)} = { {л (1 + Н Г У 8  + яи / 2;л (Ж Ч )У 8-тт/ 2)};л < = £ 
10. {(х,у)}
П.{(х,у)}

{(яА±я/ 4; п к ± л  / 6)} Д  є Z.
{(7я / 24 + ям; -я  / 24 -  ям), (я / 24 + яА; -7я / 24 -  яА)}; 
«Д  є Z.

12. {(х,у)} = {(- 1 / 6 + к; 1 / 6 + А)} Д  є Z.
13. {(х,у)} = {(А + 5 /12 ;-А  + 1/3), (А+ 1 /12; -  А+ 2/3)} Д  є Z.
14. {(х,у)} = {(0,5{А + 0,25 ± -у/32 -  (А + 0,25)2 );

0,5(- А -  0,25 ± 7з2-(А  + 0,25)2 )};
А = 0; ±1; ±2; ±3; ±4; ±5.

8 4

Г рупа Б

Розв’язати системи рівнянь. 

-tgx)/(l + tgx) = tgy1 J(l-tgx)/(l 
■ [х -у  = я/6.

2.

3. [sinxcosy = 1/4
[З tg х = tg V.

g fsm(x-y) = 3sinxcosy-l 
* \sin(x + у) = -2 cos x sin y.

X + y + 2 = Я
tgxtgy = 3 
tgytgz = 6. 
cosl3x = cosx 

4. <[cos2x + sin5x=l 
|x|<3.

+ ctgy = 3 
Я/3.

ftgx + ctg
lU -y |  = ;

J [sin X cos 
' [2 x -y  =

у + sin2(x / 2) sin у = cos2 (x/ 2) sin у 
Я/2. ,

cos x + 3 sin x = 2 cos у 
cos у + 3sin у = 2 cos x.

9.
a cos (2x + y) = cosy 
ocos (x + 2y) = cosx 
a  > 1.

jQ [cosx^cosy =0
[cos 2x — 2 cos2 у + 2 = 0. 

n  f|x| + |y| = 3 
* [sin(rcx2/2) = l.

1 1  Jsinx = 
[cosx =

= cosec x + sin у 
sec x +cos у.

13 fsinx-l/sinx = siny 
’ [cosx-l/cosx = cosy.

14. [cos2 4x + ((726 -  2) tg(—2y)) / 2 = (726 -1 ) /4. 
[tg2 (—2y) -  ((726 -  2)cos4x)/2 = (726 - 1)/ 4.

Jg [sin x + sin 

[sin2 x + si
sin у = sin3 x +sin1 у 

+ sin2 у = sin4 x + sin4 y.
16. Знайти всі розв’язки системи рівнянь

Г| 8ІПх|8ІПу = -1/4  
[С05(х + у) + соз(х -  у) = 3 / 2,

які задовольняють умови 0 < х < 2я, я < у < 2я.
17. Знайти всі розв’язки системи рівнянь

[ 8Іп(2х + Зу) + сов(2х + Зу) = 1

[соїД  + (я +18)у /12) + 7з 5Іп(х + (Я +18)у /12) = 2,

які задовольняють умову ІУ І<1.
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18. Знайти всі розв’язки системи рівнянь

[ctg2 (х -  у) -  (1 + V3 ) ctg(x -  у) + 7з = о 
[cos у = V3 / 2,

які задовольняють умови 0 < х < я, 0 < у < 2л.
19. Знайти всі значення а, при яких система рівнянь мас розв’язки

а)
cosx-cosy = 2а 
cosxcosy = а2 + 1.

Відповіді

1 * {(*, у)} = {(5я / 24 ~ яА / 2; л / 24 -  яА / 2)}, А є Z.
2. {(х, у, z)) = {(я / 4 -  л (я + A'); arctg 3 + ля; arctg 2 + лА);

(7л / 4 -  л (я + А); -  arctg 3 + ля; -  arctg 2 + яА)}; 
и, А є Z.

3. {(х,у)} = | (л / 4 -(- 1)"я/ 12 + я (А + я / 2);
л / 4 + ( -  1)"л/ 12 + л (А -я/ 2))}; 
я, А є Z.

4 .  Х=  {0; л/6; 5я/6}.
5. {(х, у)} = {(((- 1/arcsin (2 / 5) + ( -  1/arcsin (4 / 5) + (А + я)л) / 2;

((- 1 /arcsin (2 / 5) -  ( -  1 )"arcsin (4 / 5) + (А -  я)я) / 2)}; 
А, я є Z.

6. {(х,у)} = ((((- 1/arcsin ((2 -  З /З) / 6) -  я / 3 + яА) / 2;
((- l/arcsin ((2 -  3 7 з) / 6) + я / 3 + лА) / 2)}; А є Z.

7. {(х,у)} = {(л(1 -2А) / 2, л(1 -4А) / 2)}; AeZ.
8. {(х,у)} = {(Зл /4 + л(я + 2А); -  л /4 + Ля);

(arcsin (1 / VlO) + пт + 2ля); arcsin (1 / Vl0) + лот)}; 
и, А, т є Z.

9- {(х, у)} = {(л / 2 + ли; л / 2 + лА); (±(arccos ((а + 1) / 2а) / 2 + ля; 
iarccos ((а+ І) /2а) / 2 + яА)}; я, А є Z.

10. {(х, у)) = {(л / 2 + яА; ± я / 4 + 2ля)}; А, я е Z.
11. {(х, у)} = {(± л / 4 + лА; ± л / 4 -  л + яА -  2ля)}; А, я є  Z.
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12. {(л, у)} = {(± 1; ± 2), (± 5; ± (З -V ?)), (+ 3; 0)}, тут чергування
знаків довільне, оскільки система має десять розв’язків.

13. {(х,у)} -  {(л(2А + 1)/4; л(2А+5) / 4)}; Ає X.
14. {(х, у)} = {(+ я / б + лА / 2; -  (ап^(1 / 2)) / 2 + яи / 2); А, м є X.
15. {(х,у)} = {(лА/2; ля/2)}; А, пьХ.
16. {(х, у)} = {(5л / 6; 7л / 6), (л / 6; 11л / 6), (7л / 6; 7л і 6), (11 л / 6;

11л/6)}.
17. {(х, у)} = {((л(8А + 1) -  6) / 4; 1)}; Ає г.
18. {(х,у)} -  {(л /3; л /6), (5л/ 12; л/6), (л/12; 11л/6)}.
19. а) а = 0;

б) а є { -2 +  12А, 2 + 12А}; А є X.



ТРИГОНОМЕТРИЧНІ НЕРІВНОСТІ

Означення Найпростішими тригонометричними нерівностями 
називаються нерівності виду sin* > а(<а), coat > а(<а), 
tgx > а(<а), ctgx > а(<а), де а  — дане число.

Оскільки ліва частина найпростішої тригонометричної нерівності 
є періодичною функцією, то достатньо знайти всі розв’язки нерівно­
сті, які належать проміжку довжиною, що дорівнює періоду, а потім 
усі ці розв’язки періодично повторити нескінченну кількість разів.

Нехай І а І < 1. Розглянемо функцію у = sinx на сегменті [arcsin а, 
2я + arcsin а] довжиною, що дорівнює довжині періоду 2я. При 
х = arcsin а, х = л -  arcsina і х — 2к + arcsina sinx — а. Якщо х зростає 
від arcsin а до тс -  arcsin а, то sin х > а, а якщо х зростає від я -  arcsin а 
до 2я + arcsin а, то sinx < а  (рис. 1).

Нерівність sinx > а  має наступні розв’язки: 
якщо а > 1, то X — 0 ,  
якщоо< -  1, тоЛг= ] -  «*>, «>[,
якщо -  1 < а <  1 ,то ^ =  Jarcsina + Ink, к  -  arcsina + 2 я&[, k e  Z.

Нерівність віпх < а  має розв’язки: 
якщо а < -  1,тоАГ=0; 
якщо а > І, то X  = ] -  « , »[;
якщо -  1 < а< 1, то А' = ] л -  агсзіпа + 2тск, 2я + агезіпа + 2я£[, А є  X. 
Нехай \а\ < і. Розглянемо функцію у = созх на сегменті 

[-  агссоя а, 2я -  агссоз а] довжиною, що дорівнює довжині періоду 
2я. При х = -  агссов а , х -  агссов а  та х = 2я -  агссов а  созд = а.

Якщо х зростає від -  агссока  до агссоза, то собх > а, а якщо х 
зростає від агссоз а  до 2я -  агссоя а , то соях < а  (рис. 2).

я/2 я/2

arccos a  j X 'qqj 

П1 \ )

х >

cosx < а 1 \ /
/  / °

-  arccos а
2я -  arccos а Зя/2

-1  < а < 0

Рис. 2

Нерівність cosx > а  має наступні розв’язки:
якщоа> 1,тоАг= 0 ;
якщо а  < -  1, то А"= ] -  оо, »[;
якщо -  1 < а <  1, то А’ = ] ~ arccos а  + 2л к, arccos а  + 2як[, к е  Z. 
Нерівність cosx < а  має такі розв’язки: 
якщо а  < -  1, то Х =  0 ;  
якщо а > 1, то Х=  ] -  ос, °°[;
якщо -  1 < а  < 1, то X -  Jarccos а  + 2лк, 2я -  arccos а  + 2 лА[, к є  Z. 
Розглянемо функцію у = tgx на інтервалі ] -  я / 2; я / 2[ довжи­

ною, що дорівнює довжині періоду я. Прих = arctga  tgx = а. Якщох 
зростає від -  я і 2 до arctg а, то tgx < а, а якщо х зростає від arctg а до 
я / 2, то tgx > а  (рис. 3).

Нерівність tgx > а  має наступні розв’язки:
Х ~  ]arctga + я£, я / 2 + я£(, к є Z.

Нерівність tgx < а  має наступні розв’язки:
Х = \ -% !  2 + пк, arctga + пк[, ке Z,



л/2 ‘ л/2arctg а
/ ''" tg * > j S / / i g x

І 0 /
л  [ П 1 ,  А 0

0 1
X /  і

>а
<

Зл/2 Зл/2 arctg а

а>  0 а й  0

Рис. З

Розглянемо функцію у  -  ^ х  на інтервалі ]0, п[ довжиною, що 
дорівнює довжині періоду я. При д- = атссЩа -  а. Якщо д зрос­
тає від 0 до агсс^л, то ctg х > а, а якщо х зростає від агсс^із до я, то 
^ х  < а  (рис. 4).

Нерівність ^ х  > а  має наступні розв’язки:

X  = ]л&, а г с ^  а + тіА[, к є  2.
Нерівність сідх < а  має наступні розв’язки:

X  = ]апхД?я + тік, я + пк[, к е  2.

л/2 а _arcctga arcctga а л/2

s'ctgx < 7 Г \ / > а \ ^

п 1
tc > а сХ%я< а А ,  

л / ♦ \
Jo

/ °

Зл/2 Зл/2

а > 0 а < 0

Рис. 4

Для контролю корисно супроводжувати розв’язування найпрос­
тіших тригонометричних нерівностей графічною побудовою. Нерів­
ності, які не є найпростішими, за допомогою тотожних перетворень
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потрібно звести до однієї найпростішої нерівності або системи най­
простіших нерівностей, еквівалентної даній. Іноді при розв’язуванні 
тригонометричних нерівностей використовують загальний метод 
розв’язування нерівностей.

Якщо розглядаємо нерівність виду /^іпх, акх, tgx, ^ х )  >а(<  а), 
де функція в лівій частині є періодичною функцією, то достатньо 
знайти розв’язки нерівності на відрізку числової осі, який за довжи­
ною дорівнює найменшому періоду функції Р, а потім, скористав­
шись періодичністю функції, записати розв’язки нерівності на всій 
числовій осі.

Приклад 1. Розв’язати нерівність
5ІП2Х + 2зіпхсо&х -  Зсоз2х < 0.

Розе ’язання. Поділимо обидві частини даної нерівності на соб2х Ф 0 
(при соя2х = 0 нерівність набирає вигляду біп2х < 0, що неможливо). 
Дістаємо:

tg2x + 2 tg x - 3 < 0.
Розкладемо ліву частину нерівності на множники: 

(І§ х - 1 ) ^ х  + 3 )< 0 ,
звідки знаходимо

-  З < tgx < І.
Розв’язуючи цю подвійну нерівність, дістаємо

-  аіОДЗ + кк < х < я 14 + тік, к є  2. 
Відповідь. Х ~ ] ~  агОДЗ + тік, я і 4 + пк[, к є  2,

Приклад 2. Розв’язати нерівність

73 Щ§(х -  я і 4) -  1 < 0.
Розв’язання. Дана нерівність еквівалентна такій нерівності 

^ ( х  — л / 4) < 1 1 -ч/з ,
звідки, оскільки 

маємо:
1 / а/з = ctgfit / 3), 

я& + л / 3 < х - я / 4 < л £  + я,
або

7л / 12 + я £ < х < 5л /4 + тік, к е  2. 
Відповідь. X -  ]7я /12 + яА,5я/4 + яАф к є  2.

91



Р озв ’язання. Вводимо допоміжний кут, дістаємо еквівалентну 
нерівність cos(x -  тс / 6) < 0, звідки

тс і 2 + 2пк < х -я / 6 < З л / 2 +  2яА,

Приклад 3. Розв’язати нерівність
sinx + л /з  со&х < 0.

або

або

л/2 + л/ 6 + 2лк < х< З я/ 2 + л/ б + 2тск, к е  Z.
Відповідь. X = ]2тс/ 3 + 2тік, 5л / 3 + 2пк{, к е  Z.

Приклад 4. Розв’язати нерівність
sin х > cos2x.

Розв ’язання. Дану нерівність замінимо їй еквівалентною 
sin2x + sinx -  1 > 0.

Виділяємо в лівій частині повний квадрат (sinx + 1 / 2)2 -  5 / 4 > 0,

I sinx + 1 /21 > V5/2.
Остання нерівність еквівалентна сукупності таких нерівностей

sinx + 1/2 > 4 Ї /2
sinx + l/ 2< V 5/ 2

sinx> (V5 -1) / 2 
sinx< —(Vs -l~ 1) / 2.

Друга нерівність розв’язків не має, оскільки -  (\/5+1)/2< - 1 ,  
а І біпх | < 1. З першої нерівності (рис. 5) знаходимо:

х є ]агс8Іп(( 4 Ї  -  1) / 2) + 2л&,

л - агс8Іп((4$ -  1)/2) + 2кк[, к е  2.

Я -  агс8Іп((Л -1) /2}_ 

Я N

л/2
-ї)7г\

apdsin(W5-l)/2)
/  ] 0

ЗлЛ

Рис. 5 
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Відповідь-. X  = ]arcsin(( 4б  -  1) / 2) + 2кк,
n-arcsin((T5 -  1)/2) + 2 п к [, k e Z .

Приклад 5. Знайти всі х Із відрізка [0, я], які задовольняють не­
рівність

sin2x + sinx -  4Ї. coax < 1 i 4 l .
Розв 'язання. Дану нерівність замінюємо еквівалентною 

2sinxcosx + sinx -  42  cosx -  1 / Т 2 < 0 ,
або

(cosx + 1 / 2)(sinx -  1 / V2 ) < 0.
Отримана нерівність еквівалентна сукупності двох систем нерів­

ностей: „
[соях >-1/2
[зіпх<1/-'/2 (а)
Гсовх <-1/2
ІБтх>1/л/2. (б)Ls

Перша нерівність системи (а) на відрізку [0, л] має розв’язок 
х е [0 ,2л і 3]; з другої нерівності дістаємо

ІЄ  [0,л/4[ и ]3л/4, я].

Отже, розв’язком системи (а) на відрізку [0, л] є х є [0, л / 4[ 
(рис. 6). Аналогічно система (б) на відрізку [0, я] має розв’язок 
х є ]2я / 3, Зл / 4[ (рис. 6).

Відповідь. Х =  [0, л / 4[ У ]2л / 3, Зл / 4[.

Зя/4

Зя/2

2л/3^т= л/2

Зя/4 / Г \ я / 4

к І 1 *4 у  \ 0
1 -1/2

Зл/2

Рис. 6 
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Приклад 6. Розв’язати нерівність
2соб2х + зіп2х > \%х.

Розв язання. Дану нерівність замінюємо еквівалентною:
2соб2х + 28Іпхсо&х -  віпх / со&х > 0 <=>

<=> 2сов2х + зІпх(2со&х -  1 / со&к) > 0 «  
о  2соз2х + ї£х(2соз2х -  1) > 0 «

2соз2х + ї^соз2х > 0 «
$=> (2 + І£»х)С052х > 0.

Остання нерівність еквівалентна сукупності двох систем:
fcos2x >0
[2 + tgx> 0 (a)
cos2x< 0
2 + tgx<0. (6)

Нерівності системи (а) мають розв’язки: 
перша

хє ] -я  / 4 + тік, 7С / 4 + яЛ[, кє  2,
Друга

хє ] -  aгctg2 + пк, я / 2 + я£[, к є  2.
Розв’язком системи (а) є

хе ] -  я / 4 + яі, 71/4 + я&[, ке X (рис. 7).

Система (б) має розв’язок
хе 3 -  я / 2 + пк, -  ап^2 + лА[, ке 2  (рис. 8).

Відповідь. Х - ] - п !  4 + тік, К І4 + лА[ и ] -  я / 2 + пк, -  aгctg2 + я£[, 
к е  2.

Розв ’язання. У даному випадку застосуємо загальний метод 
розв’язування нерівностей. Розглянемо функцію

/(х) = cosx -  sin2x -  cos3x.
Оскільки функції cosx, sin2x, cos3x мають відповідно періоди 2я, 

я, 2я / 3, то період функції Дх) дорівнює 2я. Дану нерівність достат­
ньо розв’язати на довільному проміжку довжиною 2я і знайдені 
розв’язки періодично повторити з періодом 2я.

Розглянемо [0, 2я[. Функцію Дх) подамо у вигляді
Дх) = 2sin2xsinx -  sin2x -  sin2x(2sinx -  1).

На проміжку [0, 2л[функціяДх) визначена для довільних значень 
х. Знайдемо корені Дх), які належать [0, 2я[, тобто розв’яжемо суку­
пність двох рівнянь

"sin 2х = 0 
_2sinx-l =0,

звідки X] = 0, х2 = я / 6 ,  х3 = я / 2, х4 = 5я / 6 ,  Xj = Я, Хб — Зя / 2.
Знайдені корені поділяють [0, 2я[ на б проміжків знакосталості 

функції Дх). Розглянемо функціюДх) на кожному з цих проміжків: 
якщо х є ]0, я / 6[, то sin2x > 0, 2sinx -  1 < 0 і Дх) < 0;
якщо х є ]я / 6, Я / 2[, то sin2x > 0, 2sinx -  1 > 0 і Дх) > 0;
якщо х е  ]я / 2, 5я / 6[, то sin2x < 0, 2sinx -  1 > 0 і Дх) < 0; 
якщо х е  ]5я / 6, я[, то sin2x < 0, 2sinx -  1 < 0 і Дх) > 0;
якщо х є  ]л, Зя / 2[, то sin2x > 0, 2sinx -  1 < 0 і Дх) < 0;
якщо х є )3я / 2, 2я[, то sin2x < 0, 2sinx -  1 < 0 і Дх) > 0.

Відповідь. X  = ]2лк, я / 6 + 2пк[ U ]я / 2 + 2яА, 5я / б + 2яА[ U 
U ]я + 2лк, Зя/2 + 2пк[, к є  Z.

ПРИКЛАДИ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ

~Пгітгігшв~{ У відповідях до прикладів, якщо нема спеціального застере- 
... - і  ження, кє2.

Група А
Розв’язати нерівності.
1. 2sin4x -  3sinx2 + 1 > 0.
2, cosxcos2x > sinxsin2x.

Приклад 7. Розв’язати нерівність
cosx -  sin2x -  cos3x < 0.



3. sin (я / 2 -  cos3x) > 0.
4. 3cos2x + 7sin2jt > 4.
5. sinx + sin2.i + sin3.r < 0.
6. sinx > COSX.
7* Знайти область визначення функції: у  = 4\ -  2cos2~~2x.

Відповіді

1. А '= ]-л / 4  + лі, я/4 + кк[.
2. Х = ] -  я / 6 + 2пк / 3, я / 6 + 2%к / 3[.
3 . Х = ] - ° ° ,  «[■
4 . Х = ]я / 6  + 2я£,5я/6 + 2я*[ U ]7я / 6 + 2яА, -  я / 6 + 2тсА[.
5 . ^ = ]я / 2  + 2яА,2я/3+2яі[ U ]я + 2яЛ, 4 я /3 + 2пк[ U

U ]3я / 2 + 2я£, я + 2я£[.
6. X - ] я  / 4 + 2пк, (5я) / 4 + 2я*[.
7.2Ґ= [я(4£ + 1) / 8, я(4і + 3) / 8].

Група Б

Розв’язати нерівності.
1. cos3xsin3x + sin3xcos3x <3/8.
2. I sinx і > I cost I ,
3. sin6x + cos6x >7/16.
4.1 tgx I > 4 / 3 _
5* 4sinxcosx(cos x -  sin x) < sin6x.
6. cos2x(l + tgx) > 1.
7. 1 lsinx + cos2x-6 < 0.
8. cosxcos3x + cos22x < -1 / 4 .
9. Знайти всі x з інтервалу ] -  я / 2, я / 2[, які задовольняють нерів­

ність cos2x -  sin2x + cosx + sinx £  1.
10. Знайти всі значення х, які містяться на проміжку ]1 / 6, 1 / 4[ І 

задовольняють нерівність tg(l / х) > 1,
11. 2sin2xcosx -  coax -  4cos2x + 2 > 0.
12. 6sinxcos2x -  2sin3x < 4.
13. | cosx [ sinx < V2/4.
14. tgx + sinZx < 2.

Відповіді

\.X= ]5я / 24 + я£ / 2, 13я / 24 + Я&/ 2[.
2.  Х = ] п / 4  + п к ,Зл /4  + лк{.
3 . Х = ] - п / 6  + л к / 2 , к / 6  + пк/2[.  ■
4. X ~  ] л к - л ! 2 , л к ~  arctg(4 / 3)[(J ]яА + arctg(4 / 3), Лк + я / 2[.
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5. X=  ]2яK я / 10 + 2nk[ U ]3я /10 + 2лк, я / 2 + 2nk[\j
U ]7я / 10 + 2nkt 9я / 10 + 2%к[ U 
и]я+2л^, 11я/ 10 + 2rc£[U 
ІІ]13я/10 + 2mt, Зя / 2 + 2я*[ЦІ 
U ]17я /10 + 2пк, 19я /10 + 2я*[.

6. Х~ ]лк, я / 4 + лк[.
7. Х -  ]5я / 6 + 2лк„ ІЗя / 6 + 2лк[.
8. X - ](arccos(l / 4)) / 2 + лк, я / 3 + лк[ U

U]2re/3 + пк, п{к + l)-(arccos(l /4))/2[.
9. Дг= [я / 6, я / 2[ U ] -  я / 2, -  я / 4].

10. А" = ]2 / Зя, 1 І4[.
11. X -  )я / 4 + пк, Зя / 4 + як[.
\2.ХФ-%!2 + пк,
\ 3 .X = \ -n l2  + 2nk,nlZ + 2nk\)J\3ni% + 2nk, 5я/8+2л*[и 

U ]7я / 8 + 2пк, Зя / 2 + 2лк].
\4. Х~\лк - л  І 2, яА + я / 4[.
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Приклад 2. Розв’язати рівняння
log,,., 2 - log j 3 = 1.esiOJC “sin11

Розв'язання. Область допустимих значень даного рівняння ви­
значається системою

fsimoO 
(sin х *  1.

Скориставшись співвідношенням logji = 1 / log*ot зведемо дане 
рівняння до виду

logisiiu • log3sin2JC = 1.
Позначаючи log2sinx = t, знаходимо

2' = sinx,
тобто

2**k>g£ = l,
звідки ________

/ =±V(log23)/2,
або ________

log2sim = ±>/(log23)/2.

За означенням логарифма маємо сукупність двох рівнянь

‘sinx = 2 - « 71 
_sinx = 2 « > 71.

Друге рівняння сукупності розв’язків не має, ОСКІЛЬКИ I sinx І < 1. 
Розв’язуючи перше рівняння сукупності, знаходимо

х = (-1)* arcsin2"J(l0E: 1)П+пк, к е  Z.

Очевидно, ОДЗ початкового рівняння задовольняється. 

Відповідь.Х^  { ( -  1)* arcsin2~ ^ 3)/2 + п к } , к е  2.

Приклад 3. Розв’язати рівняння
log - 2C0SO* / 2}еи(г / 2)( 1 -  sinx -  Sin2x) = 1. (1)

Розв’язання. Область допустимих значень даного рівняння ви­
значається системою

"1 -  sinx-sin 2х> 0 (2)
-2cos(3x/2)cos(x/2)>0 (3)
—2 cos(3x / 2) cos(x і 2) Ф1 (4)
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Враховуючи ОДЗ, початкове рівняння замінюємо еквівалентним

або
1 - sinx -  sin2x = -  2cos(3x / 2)cos(x / 2), 

1 + cos2x -  sin2x + coax -  sinx = 0.
Скориставшись формулами подвійного аргументу і розклавши 

ліву частину останнього рівняння на множники, дістанемо сукуп­
ність двох рівнянь

СОвХ =  БІПХ

созх= -1/2. 1 '

Перше рівняння сукупності є однорідним, його розв’язки мають 
вигляд

x = n /4  + nk,keZ .
Із цих розв’язків потрібно вибрати тільки ті, які задовольняють 

систему (2)—(4). При х = я / 4 + лА, нерівність (2) набирає ви­
гляду

1 -  sin(jc / 4 + кк) -  sin(n / 2 + 2пк) > 0, 
або

- ( -  1)*2 / 2 > 0.
Остання нерівність, очевидно, виконується для непарних к, тобто 

для к = 2п + 1, neZ. Таким чином, далі потрібно перевіряти тільки 
розв’язки х -  5л / 4 + 2ял, «є Z. Підставляючи ці розв’язки в (3), (4), 
бачимо, що вони є розв’язками початкового рівняння (1).

Розглянемо друге рівняння сукупності (5). Підставимо в ліву 
частину нерівності (3) cosx = -  1 / 2:

-  2cos(3x / 2)cos(x 1 2 ) - -  cos2x -  cosx -  -  2cos2x + 1 -  cosx = 1.
Враховуючи (4), дістаємо, що корені рівняння cosx = -  1 / 2 не 

задовольняють початкове рівняння.
Відповідь. X -  {5л / 4 + 2ли},п  є Z.

Приклад 4. Розв’язати рівняння

28Іп2лх-  1 = -у/(2х+3)(7- 4х)- [8х* -2х -211 .

Розв'язання. Функція, яка міститься в правій частині рівняння, 
визначена, якщо

(2х + 3)(7 -  4х)> | &Х2 -  2х -  2 1 1. (1)
Оскільки

(2х + 3)(7 -  4х) = -  (Зх2 -  2х -  21),
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то в нерівності (1) строгого знака нерівності бути не може, а знак рі­
вності буде тоді, коли

(2х + 3)(7 -  4г) £ 0,
тобто

-  З / 2 < х  <7 / 4.
Таким чином, дане рівняння еквівалентне системі

Г25Іп2 гос — 1=0 
\-3/2< х<7/4.

Розв’язки рівняння системи мають вигляд 

х = (-  1)і П 2  + к / 2 , к є  2

або X] = 1 / 12 + п, х2 = 5 / 12 + п, п є 2. Серед цих розв’язків потріб­
но відібрати ті, які належать проміжку [-  3 / 2,7 / 4]. Це є числа;

-  11 /12, -  7 /12,1 /12, 5 /12,13 і 12,17 / 12.

Відповідь.Х=  { -  11 / 12, -  7 / 12, 1 / 12, 5 / 12, 13 / 12, 17 / 12}.

Приклад 5. Розв’язати рівняння
2яіп7лг + Зсов2* “  6.

Розв 'язапня. Дане рівняння розв’язків не мас, оскільки

—2 < 2 біті 7д: < 2
0<3со82 х< 3_________
-2  <28Іп7л: + Зсо5і х < 5.

Відповідь. Х ~ 0 .

Приклад 6. Розв’язати рівняння
С08(ЛІ^) + 5Іп(ЛІ&х) -  1.

Розв ’язання. У даному рівнянні вводимо допоміжний кут 

8Іп(7СІ  ̂+ ТС / 4) — 1 / 'І2 ,
звідки

ЖІ§Х + тс і 4 = ( -  1)*тс / 4 + тск,к<=2> 
або

1&с = - 1 / 4  + ( -1 ) і /4 + Л.
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Дістали логарифмічне рівняння. З нього знаходимо

Відповідь. Х =  {іО"1/4+(_І)*/4+* }Д є 2 .

Приклад 7. Розв’язати рівняння

^(10* + єіпх -  1/2) = х, якщо х є ]0, я[.

Розв'язання. За означенням логарифма маємо 10' + зіпх- 1/2 — 10х, 
звідки зіпх =1/2, тобто х = (— 1)*я 16 + кк, кє2. Оскільки за умовою 
хє]0, л[, то £ = 0, 1, тобтоX] = я/ 6, х2 = 5я / 6.

Відповідь. X -  {я / 6, 5я / 6}.

Приклад 8. Розв’язати нерівність
2̂аіп(к + *) _ 2 ^ ^соб(л1 ̂  +

Розв'.язання. Використовуємо формули зведення і спрощуємо да­
ну нерівність

4 -мп*_4 - л * _ 2 < 0 _ (1)

Позначимо 4 ~ЇІШГ = г. Оскільки -  1 < -  £Іпх< 1, то 4 " 1 < 4 ”*ііи< 4, 
або г  є [1/4,4]. Нерівність (1) набирає вигляду

г2- ж - 2< 0 .
Розв’язуючи отриману нерівність, маємо -  1 < г <  2. Порівнюючи 

знайдену подвійну нерівність з ОДЗ г, знаходимо:
1 / 4< л< 2, або 1 / 4 < 4" < 2.

Останню нерівність можна записати у вигляді
4-і < 4 “s'ш:< 4 , /2,

звідки

-  1 < -  зіпх < 1 / 2 е = > - 1 / 2 <  зіпх < 1.
Нерівність зіпх < 1 виконується для довільних значень X, тому 

розв’язуємо віпх > -  1 / 2, звідки 2пк -  я/ 6 < х < 7 л / 6  + 2жк, к є 2.
Відповідь. X ~ ]2як  -  я / 6, 7я / 6 + 2лк[, к є 2

Приклад 9. Розв’язати рівняння

%/7-(8 агссо8(^ х» / я + ̂ /(8 агссоБ/Ій х)) / я = 1.
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Розв'язання. Робимо заміну (8arccos(lgx)) 1 п. = 1. Дістаємо рів­
няння ___

V7W +V? = 1.
Розв’язуючи це ірраціональне рівняння, знаходимо два його ко­

рені б = 8 і t2 -  -  1. Тому початкове рівняння еквівалентне сукупно­
сті двох рівнянь

(8 arccos(lg х» / я = 8 
(8arccos(lgx))/я = -1 
arccos(lg х) = я 
arccos(lgx) = -л/8.

Друге рівняння розв’язків не має, оскільки arccosy є [0, я]. 
Розв’язуючи перше рівняння, знаходимо lgx = -  1 або х = 0,1.
Відповідь. X -  (0,1}.

Приклад 10. Розв’язати рівняння

l°S(-A.6*)/io<sin Зх + sin *> = ]о^ - в х)І ,о sin 2х*
Розв'язання. Область допустимих значень даного рівняння ви­

значається системою нерівностей

sin Зх + sin х > 0 sin3x + sin х > 0
sin2x>0 £=> <sin2x>0 (1)
- х 2 -  6х > 0 [-6  < х < 0.

Початкове рівняння перепишемо у вигляді 
2sin2xcosx = sin2x.

Згідно з ОДЗ sin2x Ф 0, тому cosx =1/2,  або х = ±я / 3 + 2лк, ке Z. 
Зі знайдених коренів потрібно відібрати ті, які задовольняють сис­
тему (1).

Розглянемо дві серії розв’язків:

X] = я / 3 + 2ял, х2 = -  я / 3 + 2ллі, л, т є Z.

Для першої серії розв’язків третя з нерівностей (1) має вигляд 

-  6 < я / 3 + 2ял < 0,
звідки л = -  1.

Таким чином, з усієї першої серії х третю нерівність із (1) задо­
вольняє тільки одне значення х = -  5я / 3. Безпосередньою перевір-
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кою переконуємося, що це значення задовольняє і дві інші нерівнос­
ті із (1), тобто х -  -  5я / 3 є коренем початкового рівняння.

Аналогічно досліджуємо другу серію розв’язків х2. Бачимо, що ні 
один із коренів другої серії не задовольняє початкове рівняння.

Відповідь. X  = {-5л і 3}.

Приклад 11. Розв’язати рівняння
(2 -  3sinx -  cos2x) / (6х2 -  юс -  л2) -  0.

Розв1язання. Дане рівняння еквівалентне системі

f 2 — 3 sin jc — cos 2jt = 0 (])
{бх2 - л х - л 2 * 0 . (2)

Скориставшись формулою косинуса подвійного кута, перепише­
мо рівняння (1) у вигляді

2sin3x -  3sinx + 1 = 0 ,  
звідки дістаємо сукупність двох рівнянь

'since = 1/2 
sin X = 1.

Розв’язками цих рівнянь відповідно є х = (-  1)*я / 6 + як, к є  Z і 
х = я / 2 + 2яи, п є Z. Зі знайдених коренів необхідно вилучити чис­
ла, які задовольняють нерівність (2), тобто числа, які збігаються або 
з X] = -  я / 3, або з х: = я / 2. У першій серії таких чисел немає. 
У другій серії є єдине таке число, яке дістаємо при п = 0.

Відповідь. Х =  {(-  1)*я / 6 + пк, я / 2 + 2я«}, к, п є Z, п *  0.

Приклад 12. Знайти всі цілі корені рівняння

соз(я(Зх -  лІ9х2 + 160х + 800 ) / 8) — 1.

Розв ’язання. Нехай х — цілий корінь даного рівняння. Тоді існує 
деяке ціле число п, для якого справджується рівність

я(3х -  уі9х2+ 160Х + 800 ) / 8 = 2я«,
або

уі9х2 +160х + 800 = Зх -  16л.
Підносимо обидві частини цієї рівності до квадрата, дістаємо

х(3л + 5) = 8л2 — 25. (1)
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Перетворимо праву частину останньої рівності 
8л2 -  25 = 8(л2 -  25 / 9) -  25 / 9 = 8(3л + 5)(3« -  5) / 9 -  25 / 9.

Із (1) можна дістати тепер таку рівність:
8(3л + 5)(3л -  5) -  9х(3л + 5) = 25.

Оскільки х і л — цілі числа, то остання рівність означає, що Зл + 5 
є дільником числа 25, тобто Зл + 5 є одним із чисел ±1, +5, ±25. Без­
посередньою перевіркою переконуємося, що це можливо, якщо л 
дорівнює одному з чисел « і = -  10, л2 = -  2, щ -  0. Відповідні зна­
чення х знаходимо з рівності (1): X! = -31, х2 = -7, х2 = -5. Таким чи­
ном, усі цілі корені початкового рівняння містяться серед чисел

хі = -31, х2 = -7, х3 = -5.
Підставляючи ці числа в початкове рівняння, переконуємося, що 

його задовольняють тільки хі і х2. Тобто початкове рівняння має два 
цілі корені: хі — —31, х2 — -7.

Відповідь.X~  { -  31; -  7}.

Приклад 13. Розв’язати рівняння
2соз(х і 10) — Т  + 2

Розв’язання. У правій частині даного рівняння стоять додатні 
взаємообернені величини. Використовуючи нерівність Коші (серед­
нє арифметичне л додатиіх чисел більше (або дорівнює) їх серед­
нього геометричного), дістаємо, що 2х + 2 * > 2. Водночас маємо:

І соб(х / 10) і <1.
Таким чином, початкове рівняння еквівалентне системі

/ 2*+ 2"'=  2 
{соз(х/10) = 1,

звідки знаходимо X — 0.
Відповідь. Х =  {0}.

Приклад 14. Розв’язати рівняння

Розв 'язання. Дане рівняння перетворимо так:
8Іп[х] 5Іп{х} = СОЗ[х] СОв {х} »

■г> соя([х] + {х}) = 0 <=>
»  сокх = 0,
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тому x - n / 2  + nk, к є  2.

В ідповідь.X - { п/ 2  + п к } , к е  2.

Приклад 15. Розв’язати рівняння

Sin(7Df / 2 -  я / 8) = [x].
Розв’язання. Функція [х] набуває тільки цілих значень. Функція 

sin/ може набувати тільки трьох цілих значень: -1 , 0 і 1. Таким чи­
ном, розв’язування початкового рівняння зводиться до розв’язу­
вання сукупності трьох систем:

г Jsin(ju7 2 -  я/ 8) = -1 (1)
ІМ  = -1  (2)
Jsm(JDf/2-Jc/8) = 0 
1[х] = 0
fsin(jcx/2 — тс/8) = 1

L Ь ] = і .

З першого рівняння маємо: х = - 3 / 4  + 4£, 2. Друге рівняння
справджується для всіх х з проміжку ]—1; 0[. їхній спільний роз­
в’язок:

JC = — 3 / 4.
Друга і третя системи сукупності розв’язуються аналогічно. 
Відповідь. X -  { -  3 / 4, 1 / 4, 5 і 4}.

Приклад 16. Розв’язати рівняння
21og3ctgx -  logjcosx.

Розв’язання. Позначивши log2Cosx через у, дістанемо систему

cosx = 2і' 
ctg2 х = У  
ctgx >0.

Але ctglt = (cos2x) / (1 -  cos2x), тому У  = 4>7 (1 -  4у) »

_  | > -1 2 У= 4Г
Lv*0

«  (З/4)у = 3У +1.

Оскільки ліва частина останнього рівняння — спадна функція, а 
права — зростаюча, то воно має єдиний корінь у = -  1 (рівняння можна
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розв’язати графічно). Таким чином, cost =1/2,  тоді х = ±л / 3 + 2лк, 
к<=2.

Враховуючи область визначення початкового рівняння, дістаємо 
розв'язок* = л / 3 + 2пк, к є Z.

Відповідь. Х~  (л / 3 + 2пк} , к є  2.

Приклад 17. При яких дійсних значеннях а  рівняння

logi / 2{(( 1 -  tgx) / (1 + tgx))cos(rt / 4 -х ) )  = а
має розв’язки? Знайти ці розв’язки.

Розв’язання. Для значень х, при яких tgx визначений І tgx Ф -1, 
маємо

((1 -  tgx) / (1 + tgx))cos(n / 4 -  х) =
= ((cosx — sinx) / (cosx + sinx)) (4 2  і 2cosx + 4 Ї  / 2sinx) =

= 4 Ї  / 2cosx - 4 2 /  2sinx = cos(x + л / 4).
Початкове рівняння набирає вигляду

log!) 2Cos(x + л / 4) = а,
звідки

cos(x + л / 4) = (1 / 2)°.
Це рівняння має розв’язок для довільного а > 0. Маємо:

х = -  я / 4 + arccos( 1 / 2)" + 2кк, к є 2.

Але не всі ці розв’язки будуть розв’язками початкового рівняння, 
оскільки вираз під знаком логарифма початкового рівняння визна­
чений для тих значень х, при яких визначений tgx і tgx Ф -  1 (вплив 
цих обмежень зник після скорочення на cosx + sinx). Тому х не може 
мати вигляд л / 2 + лт, msZ  і, таким чином, не будуть розв’язками 
ті значення х, для яких

або
я/2 + я т  = -л /  4±агссоз2 ~° + 2лк,

-  я і 4 = ±агссоз2 “
Ця рівність виконується зі знаком «мінус» у правій частині, якщо

2 - в = і / 4 г ,
тобто при а  = 1 12. Враховуючи це, при 0 * 1 / 2  маємо:

tg(- я / 4 ± агссов2 “ ° + 2лк) = ( -  1 ± І£(агссоз2"а)) / 
і (1 ± 18(агссо52"а)) = ( -  1 ± 723“ - 1 ) / (1 ± УІ21 а ) = -  1.
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Ця рівність виконується для тих а, при яких ± ^21а -1  = ^ 4 і 1а -1  , 
тобто для о = 0.

Відповідь. Якщо а € ] -  » , 0] и {і /2}, то X  -  0 ;

якщо а є  (0; 1 /2)и(1/2, °°), то^Г= { -  я/4±агссо52~° +
+ 2лй} , к е  І .

Приклад 18. Розв’язати рівняння

= (2 / я)( |х -  я 1А | -  |х-Зя/4 1),

Розв 'язання. Застосовуючи метод інтервалів, дістаємо

/-1, х<л/4
2( |х-я/4І  -  |х -  Зя/4І)/я = І4(х-я/2)/я, л/4<х<Зя/4

[ і , х >Зя/4.

Таким чином, розв’язання початкового рівняння зводиться до 
розв’язання сукупності трьох систем:

\%х = -\ 
х<я/4
І£х = 4(х-я/2)/я 
я/4<х<Зя/4, ХФПІ2 
Х%х-\ 
х > Зя/4.

Розв’язок першої системи: х = -  я У 4 -  я«, ne.N и {0}.
Розв’язок третьої системи: х = я / 4 + яи, иєN.
Зауважимо тепер, що на інтервалі [я / 4, я і 2[ значення додат­

ні, а значення функції (4 і я)(х -  я / 2) від’ємні. Аналогічно на інтер­
валі ]я / 2, Зя / 4] значення г&х від’ємні, а значення (4 / яХх -  я / 2) 
додатні. Тому на інтервалі [я / 4, Зя / 4] рівняння розв’язків не має. 
Побудуйте на одному рисунку графіки функцій — лівої та правої 
частин рівняння.

Відповідь. Х=  {-я  / 4; -  я / 4 -  ян; я / 4 + кп},п  є N.

Приклад 19. Розв’язати рівняння
1̂/2+к>£зС0в* _|_ ^ ̂ 1/2+І0̂ 9 5ІпХ

108

Розв 'язання. Дане рівняння еквівалентне системі 
cos х > 0 

< sinx> 0
д/з cos х + л/б = 3 sin х.

У рівнянні цієї системи вводимо допоміжний кут:

(\/3 / 2)sinx-{l / 2)cosx = V2 / 2 »  sin(x- я / 6) = л/2 / 2.
Останнє рівняння має дві серії розв’язків:

х = я/ 6 + я/ 4 + 2я£, keZ; 
х = гс/6 + Зя/4 + 2яи, п еZ.

Із цих розв’язків початкове рівняння задовольняють ті, які задо­
вольняють нерівності cosx > 0 і sinx > 0. Легко побачити, що це бу­
дуть тільки всі числа з першої серії.

Відповідь. X  = {5я /12 + Ink) , к е  Z.

Приклад 20. Розв’язати рівняння
(4sinx) / {х— З)2 + І si ги І = 0.

Розв 'язання. О скільки другий доданок і знаменник першого до­
данка лівої частини рівняння невід’ємні, то його розв’язки мають 
задовольняти умову sinx < 0. За цієї умови | sinx І = -  sinx, тому по­
чаткове рівняння еквівалентне такій системі:

sin х < 0
(4sinx)/(x-3)2-s in x  = 0.

Рівняння цієї системи еквівалентне сукупності двох рівнянь:
"sinx = 0 
4/(х-3)2-1  = 0.

Розв’язки першого з цих рівнянь: х = як, к е  Z, а розв’язки друго­
го: х = 1 і х = 5. Числа х = лА, к є Z умову sinx < 0 задовольняють, а 
отже, вони є розв’язками початкового рівняння. Оскільки 0 < 1 < я, а 
я < 5 < 2я, то sinl > 0, a sin5 < 0. Бачимо, що х = 5 є розв’язком почат­
кового рівняння, ах = 1 не є його розв’язком.

Відповідь. Х = {5; як} ,к  е  Z.

Приклад 21. Розв’язати рівняння
tg(rctgx) = ctg(rcctgx).

109



Разе'язання. Дане рівняння визначене при х *  ял / 2, tgx *  І / 2 + л 
і ctgx *  л, де л є І ,  В області визначення дане рівняння еквівалентне 
рівнянню

= я / 2 -  + я£ <» tgx = 1 / 2 -  + к,
звідки

г г̂дг — (А: + 1 / 2 )і£ с+ 1 = 0 . (1)

Корені цього рівняння будуть дійсними, якщо (к + 1 / 2)2 -  4 > 0, 
тобто к є ] —*>; - 5 / 2 ]  и [3/2; « [, оскільки к — ціле число, то к ~ 2, 
± 3, ±4, ± 5 , . . . .

Визначимо, чи є серед коренів рівняння (1) такі, які мають вигляд 
= 1 / 2 + л. Для цього в рівняння (1) замість ^  підставимо 1 / 2 + л:

(1 / 2 + л)2-(А+ 1/2)(1 / 2 + л) + 1=0, 
або

2л2 -  2пк + л -  А + 2 = 0.
Подамо останнє рівняння у вигляді

(2л + 1)(л -  А) = - 2 .
Оскільки множники лівої частини рівняння — цілі числа, то рів­

ність можлива у двох випадках:

а)
Г2л + 1 = -1; 
Їл-А = 2 б)

Г2л + І = 1 
[л-А = -2.

Звідси знаходимо к = -  3, або к = 2.
Підставивши в рівняння (1) сі̂ ре = л (і§х = 1 / л), дістанемо

1 -  (А + 1 / 2)л + л2 = 0 або л(2л -  2к -  1) = -  2.
Звідси маємо:

а)
Г« = -2; 
І2л-2А-1 = б)

Гл = 2
І2л-2А-1 = -1.

Із цих систем дістаємо к -  -  3, або к = 2.
При к - ~  3 рівняння (1) має вигляд

tg2x + (5 / 2)іцх + 1 = 0 ,
звідки = -1 / 2 або І£х = -2. Значення І&т = -1 / 2 не належить об­
ласті визначення початкового рівняння. З рівняння tgx = -  2 дістаємо

хт = -  ап^2 + 7Ш, лі є  г.
При к = 2 рівняння (1) має вигляд

tg2x -  (5 / 2)1^ + 1 = 0 ,
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звідки = 1 / 2 або = 2. Значення = 1 / 2 не належить області 
визначення початкового рівняння. Із рівняння tgx = 2 знаходимо

хр = arctg2 + яр, р є  X.

Таким чином, при к -  3, ±4, ±5,... маємо

\%х = {2к + 1 ± \І4к2 + 4А-15)/4,

звідки ___________
хч = ап^((2А + 1 ± л/4А2 +4А-15 ) / 4) + я?, ? є  І .

Відповідь, X  = {±ап^2 + ялі; __________
аг^((2А + 1 ± ^4к2 + 4А-15 ) / 4) + яд}, т  є І ,  
ц є 2, А= З, ±4, ±5,... .

Приклад 22. Розв'язати рівняння
агсзш(х / (х2 + у2)) + агс8Іп(у / (х2 + у2)) = -  я.

Разе 'язання. Оскільки
агсяіп(х / (х2 + у2))5 -  я / 2

агсзіп(у / (х2 + /)}> -  я / 2, 
то дане рівняння еквівалентне системі рівнянь

Гагс8Іп(х/(х2 + у 2)) = -я/2 
[агсзіп(у/(х2 + у ! )) = -я/2,

звідки
Ґх/(х2+ у2) = -1 
1у/(х2+у2) = -1.

Остання система має розв’язок х =у -  -  0, 5.
Відповідь. {(х,у)} = { ( -0 ,5 ; -0 ,5 )} .

Приклад 23. Розв'язати рівняння

^ І й к +С0<и,| иіпхсовуї =0.
Розв 'язання. Дане рівняння еквівалентне системі

8ІПХ + СО5у^0
- ІЯІПХ + СОЗУІ І̂ (1)

|5ІПХС08у| =1.
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З рівняння (1) дістаємо

sinxcosy = ± 1,

Звідси, враховуючи, що |sinx|< 1 і | cosy [ < 1, дістаємо сукуп­
ність чотирьох систем рівнянь:

{sinx = 1 
cosy = 1 

Tsin де = 1 
Icosy = -1 
Jsin X = -1 
[cosy = 1 
fsin JC = —1 
[cosy = -1.

Розв’язки другої та третьої систем не задовольняють початкове 
рівняння, оскільки при таких значеннях х і у sinx + cosy = 0 і ліва ча­
стина початкового рівняння не має змісту.

Розв’язуючи першу і четверту системи, дістаємо

-*т = я / 2 + 2лк, уі = 2 ли,
х3 = -  л / 2 + 2лі, у2 = л + 2ли, и, к е Z.

Відповідь. {(х,у)} = {(л / 2 + 2лі; 2ли); (-  л і 2 + 2пк; л + 2ли){, 
и, к є  Z.

Приклад 24. Розв’язати рівняння

22,ЕЇ-  2sinу + 2, 5 = 2lgrt+1 + (1 / 2)cos2y.

Розе ‘язання. Перепишемо дане рівняння в такому вигляді:

2гі*с~2  • 2|&г + 1 = 2siny- 1, 5 + (1 -2sin2y)/2 о  
$=> (21&ї -  1 )2 = -  sin2y + 2siny- 1 «
<=> (2Іе* -  1 )2 = -  (siny -  1 )2.

Останнє рівняння еквівалентне системі рівнянь:

Ґ2'е і -1  = 0 flgx = 0 Гх = 1
\y = n l2+2Kktk z Z .

figjr = О { <=> sin у -1  = 0 [sin у = 1

Відповідь, {(г,у)} — {(1; л / 2 + 2 л*)} Д <= Z.
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Приклад 25. Розв’язати рівняння

(З + 2соб(х -  у)) 12 =
-  7з  + 2 х - х 2 со52((х -  у) / 2) + (уіп2(х -  у}) / 2.

Розв’язання. Скориставшись формулою зниження степеня для ко­
синуса, дістанемо:

(З + 2со$(х -  у)) / 2 —
-  7з + 2 х - х 2 (1 + соб(х -  у)) / 2 + ($іп2(х -у )) / 2 <=>

<=> 1 -зіп2(х-у ) + (2 -  х/з + 2 х -^ )со 5 (х -у ) + 2-л/з + 2 х - ^  -0<^>

<==> соз2(х-у) + (2 - 7з + 2х- х2 )со5(х-у) + 2 - 7з + 2х- х2 = 0. (1)
Позначимо ( -  соб(х -  у) і а = 2 -  V3 + 2 х - х г , тоді рівняння (1) 

можна переписати у вигляді /2 + аі + о -  0. Останню рівність можна 
розглядати як квадратне рівняння відносно /, яке має розв’язок тіль­
ки в тому разі, коли його дискримінант невід’ємний, отже,

а2 -  4а > 0 е=> а(а -  4) > 0,
звідки а < 0 або а  ^ 4. Але згідно з уведеним позначенням

а = 2- 7з + 2х-хг =2- /̂4-(х-1)2 ,
0 = 2 - 7 4  < а < 2.

і тому

Таким чином, о = 0, звідки 2 -  ^ 4 - ( х - \ ) 2 = 0, абох -  1. Тоді рів­
няння (1) набирає вигляду cos2(l -у )  -  0, або cos (1 -у )  -  0, звідки

у -  1 -  я / 2 + л*, *  є  Z.

У результаті всі розв’язки початкового рівняння — пари чисел 
(х;у) вигляду (1; 1 + л / 2 + лк), к<= Z.

Відповідь. {(х,у)} -  {(1; 1 + л / 2 + л*)} Д  є  Z.

Приклад 26. Розв’язати рівняння

216/COSI + 0, 5cos2y = 32,5.

Розе ’язання. Маємо, що 2СОІТ>2 “' — 1/ 2, cos2y < 1, тому 

216/сжг + 0, 5cos2y < 32, 5.
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Таким чином, початкове рівняння еквівалентне системі

Гсоб л: = —1 
1соэ 2>- -1 ,

звідки
(х = я + 2лА, к е  Z 
\у = пп, лє2.

Відповідь. {(х,у)} -  {(я + 2кк; %п)}, к, п є. г.

Приклад 27. Знайти всі розв’язки рівняння

\j2-\y\ (Збій2* -  бзіпхсозх-  9сов2д + 3 \/зЗ) -  
= агсзіп2* + агссоэ2*  -  5л2 / 4.

Розв'язання. Доведемо, що ліва частина даного рівняння завжди 
невід’ємна, а права недодатна. Справді, ^2-\у\ > 0. Перетворимо 
вираз у дужках:

5зіп2х -  бвінтсоаг -  9соз2х + 3 \/зЗ =
= 6зіп2х -  (зіп2х + бвіатсоат + 9соз2х) + З ̂ /ЗЗ =

= 6яіпгх -  (зіпх + Зсозх)2 + 3 \/33 =
= 6зіп2х + 3 ^33 -  10зіп2(х + <р),

де <р -  агс5Іп(3 /у/ЇО ).
Тепер зауважимо, що Зд/З3 > 10, а також 10эт2(х + ф) < 10, тому ви­

раз у дужках завжди додатний, тобто ліва частина рівняння невід’ємна і 
перетворюється на нуль тільки у випадку ^2-\у\ = 0, тобто у = ±2. 

Що стосується правої частини, то використовуємо тотожність
агсяіпх + агссоах = п/ 2 .

Позначимо і = агсзіпх. Тоді права частина рівняння набирає вигляду

і2 + (я / 2 -  г)2 -  5я2 / 4 = 2г2 -  яг -  я2, дегє [-я/2,л/2].

Найбільше значення цієї квадратичної функції досягається в кін­
цевій точці і = -  я / 2 відрізка я / 2, я / 2] і дорівнює нулю:

2(- я / 2)2 -  я(- я / 2) -  я = 0.
Таким чином, права частина початкового рівняння недодатна і 

перетворюється на нуль при агсзіпх = -  я І 2, тобто при х = -  1. У ре­
зультаті рівняння має два розв’язки: {—1; —2), (-1; 2),

Відповідь. {(х,у)} = {(-1; -2); (-1; 2)}.
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ПРИКЛАДИ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ

’ - „ А  У відповідях до прикладів, якщо нема спеціального застере- 
L _ _ і  ження, ке Z.

Група А

Розв’язати рівняння.
1. 5 - 4 ^ * - 7 - 2 * * ’ =6.
2. lOgsinjCOSX + logeosj sinx -  2.
3. /̂l + lgtgx+^/l-lgtgx =2.
4. tg(x  sinx) = 1.
5. lognt 2 (2cosx) = 0,5.
6. 10g2 (ctgx + tg3x) -  1 + Iog2 (tg3x).
7. 4(1/16)s'"21 + 3 • 4e“ 21 - 1 6tsin 2ї); 2 = 0.
8. (cos2x -  2cos2x -  2) t {12x2 -  8лх + я2) = 0.

Відповіді

\.X= (±я / 2  + In k).
2 .X  = {я/4 + 2лА}.
2 . X -  {я/4 + яА}.
4.  Х -  {(-  l)*arcsin(l /4 + и) + лА}, п - -  1; 0.
5.  Х =  {±я/8 + 2лА;±Зл/8 + 2яА}.
6 . Х = { л / 8  + яА;Зя/8 + лА}.
1 . Х -  {я / 8 + ( -  1)*я / 8 + яА / 2}.
8. Х =  0 .

Група Б

1. Знайти всі розв’язки рівняння

logj I tgx І + 10g4(cOSX / (2cosx + sinx)) = 0,

які належать проміжку [9 / 4; 3].
2. При яких дійсних значеннях а  рівняння

logw2(sin2(15ft/ 8 -  х/ 2) -  соз2(17я / 8 -х /  2)) = 1 / 2 + а

має розв’язки? Знайти ці розв’язки.
3. Знайти всі цілі корені рівняння

С08(я(3х -  V9x2 + 80x-40  ) / 10) = 1.
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4. Знайти всі розв’язки рівняння

= С0518-ї,

які задовольняють нерівність яіпдСл/з / 2.
5. Розв’язати нерівність

І0Єг(1 + соз4х) < 1 + 2 ^ ів іт :.
6. Знайти розв’язки системи

[ ^ 2х ^ 2  + і =0
(шитсОБу = І-СОБДЗІПу,

які задовольняють умову д +у  < 8.
Розв’язати рівняння (7—23):

7 .2 "«  = сои+1/ссжг.
8. 5Іп((Зл / 2 ) Ш  = соз((Зя / 2)сіед)
9. с с в (У ) -2 Й 2 * '1) + 2 = 0.
10. 3 + к^І(23со,'~3 +1) = 1о̂ 2 3 + к^2(22с“3<І/2> + 4 ^ - іп/2)̂  _
1 1 , 2 108ц„іл 0  + «и  х) = 12510812 -  6.
12. ^ д ) 5Іпі’КЗііп'0/2+І''2 = і
13. 4т2 + 4дзіплзу + 1 - 0 .

14. 4 (ЗлД д-д2 5іп2((.г + у) і 2) + 2соз(д + у)) = 13 + 4соз2(д + у).
15. \х2 - 4  (Збіг̂ д + ]Озіпдсо&х + 11 соб2*  -  2 л/301) =

~ 5л2 -  4агсзіп2у -  4агссозу.
16. (л / л / з^ =  \х\ -  |д-л|.
17. (2їв(дг / 2)) / (І + &\х / 2)) = у 2 - 4 у  + 5.
18. со&д / | дг — 4 1 + І со&д | = 0.
19. йп{кЦр:) = соз(т^).
20. 5|/2 +5,/2+к>Ь5ІПЇ = і 5і/2+Ь)«̂ <™*

21.12 л/бх ~ х 2 -  5 соз2((д -  2у) / 2) = 17 + 8соб(д -  2у) -  45Іп2(д -  2у),
22. (27* + 8 Г /4соз2у) 4 х - 2 -  У с о ь і у - Ф 12,
23. 8 / 4ЗІМ + 3 — 5соз4у.

Відповіді
1.Х  = {Зл/4}.
2-х ~ {± а г с с о а 2 + (2к + І )л } ,я є [0 ,«  Г 
З .Х = { - І З ; - 5 9 ) .  1
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4. X -  {л / 9 + 2л*; 2л / 9 + 2лк; 10л / 9 + 2л*; 11л / 9 + 2л*; 
4 л /3 + 2пк; 13л/9 + 2л*}.
5. Х =  [л / 6 + 2л*, л / 4 + 2л*[ІІ]л / 4 + 2л*,
Зл / 4 + 2л*[ и ]3л / 4 + 2л*, 5л / 6 + 2л*[.

6. {(*,>0} -  {((5л ± 725п2-1 6 )/4 , (5л  + %/25л2 -1 6  )/4)}.
7. ЛГ= {2л*}.
8. Х| = {лн / 2 + (arctg(6 / ( 4 * -  1))) / 2}, л, *є 2 ;

Х2 = {ля / 2 + (-  1 )"(агс5Іп(6 / (4* + 1))) / 2}, и, * є 2 ; 
*^ 0 ; +1.

9. Х -  {1 + \о%г{%14), 1 + ^г(±Л  / 4 + Ля)}, леХ.
\0.X~ (л / 2 + л* }.
11. X -  {±л / 3 + 2л* }.
12. Х =  { л /4 + л*, л/6 + 2л*}.
13. {(*,*)} = {(-0,  5; - 4 * -  1); (0, 5 ;4 *-1 )| .
14. {(д,у)} = {(2; ± 2л / 3 -  2 + 2л*)}.
15. {(х,у)} -  {(2; -  1); ( -2 ;  -  1)}.
16. Х\ = {-л  / 3 -  ля, л / 3 + ля}, иєМ Хі — {— л / 3}.
17. {(д,у)} = {(л/2 + 2л*;2)}.
18. Х -  {3; л /2 + л*}.
19. Х=  {агсТй(1 /4 + *) + лн}, *, иєІ .
20. Х =  (л/6 + 2л*}.
21. {(д,у)} = {(3; ±л/6 + 3/ 2 + л*)}.
22. {(д,у)} = {(2;я*)}.
23. {(д,у)} -  {(л / 2 + 2л*, ли і 2)}, *, «є 2
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Р р з З іл  7
ОБЕРНЕНІ ТРИГОНОМЕТРИЧНІ 
ФУНКЦІЇ

7.1. Деякі властивості аркфункцій

Аркфункціями називаються обернені тригонометричні функції.
Зауважимо, що обернені тригонометричні функції часто назива­

ють також оберненими круговими функціями.
На кожному із сегментів монотонності, тобто на будь-якому із 

сегментів [ - я  / 2 + кк, я / 2 + Щ ,  де к є  2, функція у -  зіпх має ціл­
ком певну обернену функцію.

Означення ] Функція, обернена до функції у  — біпх на сегменті 
.. ^ К { 2], називається арксинусом і позначаєть­

ся У = агсвіпх. Отже, символом агезіпх, де хє [-  1; 1 ], 
позначається число (кут, дуга), що належить [- тс і 2, 
ті / 2] і синус якого дорівнює х  Наприклад,

агенті 1 = я / 2; агсзіп(7з / 2) = я / 3; агсзіп(- 1 / 2) = -  л / 6.
Функція у  = агсБІт: має такі властивості:
1. Графік функції симетричний відрізку графіка у = в іт ; що від­

повідає значенням аргументу х є [-  я / 2, я / 2], відносно бісектриси 
першого і третього координатних кутів.

2. Область визначення є [ 1 ;  1], область зміни є [-  я / 2, я / 21
3. Функція у  -  агезіпх має єдиний корінь х = 0, вона набуває до­

датних значень на ]0; 1 ] і від’ємних — на 1; 0[.
4. Функція зростаюча на області визначення, тобто якщо 

-  і <Х] <х2 < 1, то агсвішгі < агсзіпх2.
5. Непарна, тобто агсзіп(- х) = -  агезіпх.
6. (агезіпх)' = 1 /\/]-х2 .
7. іагсзіпхй&с~хагсяіпх + V 1 - х 2 + С.
Функція у  -  агевіпх називається головним значенням функції 

у  = Агезіпх. ™ 4
Усі значення дуг (кутів), синус яких дорівнює х, визначаються за 

формулою
Агсяіпх = {-  1/агезіпх + я*, к є г.

Аналогічно, кожна з функцій у -  сою:, у = tgx і у -  ctgx на будь- 
якому з її проміжків монотонності, тобто відповідно на [я£, я + я*], 
]-я  / 2 + пк, я / 2 + Щ  і ]я£, я + лЦ (* є 2), має цілком певну обер­
нену функцію.

Означення 2 Функція, обернена до функції у = cost на сегменті 
[0, я], називається арккосинусом і позначається у = 
= arccosx.

Отже, символом агссозх, де х є  [-  1; 1 ], позначається число (кут, 
дуга), що належить [0, я] і косинус якого дорівнює х. Наприклад,

агссоз(Тз/2) = я/6; агссоя 1 = 0; агссо^- 1 /2) = 2я /3.
Функція у = агссозх має такі властивості:
1. Графік функції симетричний відрізку графіка у = еоах, що від­

повідає значенням аргументу х є [0, я], відносно бісектриси першо­
го і третього координатних кутів.

2. Область визначення є [-  1, І], область зміни є [0, я].
3. Функція у = агссозх має єдиний корінь х = 1. При всіх інших 

значеннях х вона набуває лише додатних значень.
4. Функція спадна на своїй області визначення, тобто якщо -  1 < 

<хі <х2< 1, то агссозх і > агссохг2.
5. Функція не є парною і не є непарною. Для неї справджується 

таке співвідношення: агссо5(-  х) = я -  агссозх.
6. (агссозх)' = -  1 /VI - х 2 . ____
7. Іагссозх̂ /х -  хагссозх -  %/і -  х2 + С.
Функція у -  агссозх називається головним значенням функції 

у  = Агссозх.
Усі значення дуг (кутів), косинус яких дорівнює х, визначаються 

за формулою
Агссозх = ±агссозх + 2кк, де А: € Z.

Функція, обернена до функції у = і&х на інтервалі 
Означення З ]_я / 2, я / 2[, називається арктангенсом і познача­

ється у “ вхсі%х.

Отже, символом arctgx, де х є °°[, позначається число (кут, 
дуга), що належить ]-л / 2, я / 2[ і тангенс якого дорівнює х. На­
приклад,

arctg( 7з / 3) -  я / 6; arctgl = Я і 4; arctg(- 1) -  -  я / 4.
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Функція у -  агс^г має такі властивості:
1. Графік функції симетричний частині графіка у = Ге*, що відпо­

відає значенням аргументу * € ] -  я / 2, я / 2[, відносно бісектриси 
першого і третього координатних кутів,

2. Область визначення є ] -  »[, область зміни є ] -  я / 2 я і 2\
і .  Функція у  ~ має один корінь х = 0. Вона набуває додат­

них значень на ]0, » [ і від’ємних значень — на 0[.
4. Функція зростаюча на всій області визначення, тобто якщо 

X] < х2, то агсІ£Г| < ШХ£К2-
5. Непарна, тобто агс(е(-х) = -агсіах
6. (ап%г)'= 1/(1 + Х2). ‘
7 .1агс^хг&: = хаи%с-(1п(1 + х2)) / 2 +■ С. 

у  ~ Атс1^*Я ^ ~ ЗГС̂ Г називається головним значенням функції

за фУ0“ НЯ ДУГ к̂ут‘в  ̂тангенс яких дорівнює х, визначаються 

Arctgx = аіч%г + кк, де к є І .

ІЩіїачення 4 Функція, обернена до функції у  = сІ§у на інтервалі 
-1̂  називається ярккотнсш^єнсом і позначається 
у  = агсс^ї.

Отже, символом агссї^, де хе ] -  <», « [, позначається число (кут, 
дуга), що належить ]0, п[, котангенс якого дорівнює х. Наприклад,

агсс18(>/з / 3) = те / 3; arcctgl = я / 4; а г с ^ (-  1) = Зл / 4. 
Функція у = агссі^х має такі властивості:
1. Графік функції симетричний частині графіка у = сіех що від­

повідає значенням аргументу х є  ]0, л[, відносно бісектриси першо­
го і третього координатних кутів. к

2. Область визначення є ] -  «>[, область зміни є  ]0, я[.
~. Функція у -  йгсс^х не має коренів, на всій області визначення 

вона набуває лише додатних значень.
4. Функція спадна на всій області визначення, тобто якщо х, <х-> 

то агссї^і>агссіїїХ2. 2’

такс с ^ ^ , Я),і; Є„л»"аРИО'°  ‘ “  € ,,Є,Мр,,ОЮ- ™

aгcctg(- х) = я -  агсс^г.
6. (агссі^с)’- -  1/(] + д-2),
7. іагсс^г сіх -  х а г с ^  + (1п( 1 + х2)) / 2 + С.
Функція у = агсс1&х- називається головним значенням функції

Усі значення дуг (кутів), котангенс яких дорівнює х, визначають­
ся за формулою

Aгcctgx = aгcctgx + кк, де к е Z.

7.2. Основні співвідношення для аркфункцій

1. яі^агсяіпх) =х, со5(агссоях) = х , х є  [-1,1] .  
ї§(агсі£х) -  х, ctg(arcctgx) = х , х є ] - « ,  »[.

2. агсвіп^іпх) - х , х є  [- я /2,я /2]; 
агссоз(совх) = х, х є [0, я];
arctg(tgx) =х, х е  ]—я /2, я /2[; аг«% (с!§х) = х , х е  ]0,я[,

3 .  соз(агс5Іпх)= У 1 - х 2 , х є  [-  1; 1 ].
4. cos(arcctgx) -  х / Уі + х2 , х є ] -  « , »[.
5. cos(arctgx) = 1 / Уі +х2 ; х є  ] » , « [ ,
6. зіп(агссоах) = У і - х 2 , х є  [-  1; 1].
7. sin(arcctgx) -  1 / Уі + х2 , х є ] -  оо[.
8. sin(arctgx) -  х і  У1 + хг , х є ] -  »[.
9. tg(arcsІIlx)-x/У l-x г , х є  ] -  1; 1[.
10. tg(aґccosx) = У і - х 2 / х , хє [ 1 ; 0[ и ]0; 1 ].
11. tg(arcctgx) = 1 / х, хє ] -  « , 0[ и ]0 ,«[.
12. ^(агсБІпх) = У і - х 2 /х, х є [- 1; 0[ ЦІ ]0; 1].
13. ^{агссоах) — х/ Уі - х 2 , х є ] -  1; 1[.
14. сій(агсі8х) -  1 / х, хє ] -  « ,  0[ 0  ]0, »[.
15. агсзіпх + агссо&х -  я / 2, х є [- 1; 1].
16. arctgx + arcctgx = я / 2, х є ] -  », «[.

7.3. Вправи на перетворення виразів з аркфункціями

Приклад 1. Обчислити:
а) агскіп(зіп 1, 7я);
б) ап^(іе20);
в) агсзіп^іп 16).

Розв 'язання. а) Маємо
агс8Іп(8Їп(2я -  0, Зя)) = агсяіп(зіп{- 0, Зя)) -  -  0, Зя, 

оскільки -  0, Зя є [-  я / 2, я / 2].
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б) Оскільки бл < 20 < 6, 5it, то 0 < 20 -  6л < 0, 5тг. Тому

arctg(tg20) -  arctg(tg(20 -  біс» = 2 0 -  біс.

в) Оскільки 5л < 16<5,5л, то 0 < 16 -  5л <0, 5л і -  0,5л < 5 л - 16< 0. і ому

arcsin(sin 16) = arcsin(sin(jt -  16)) = arcsm(sin(5it 16)) = 5 л -  16. 

Відповідь, а) -  0,3л; б) 20 -  6л; в) 5л -  16.

Приклад 2. Обчислити cos(arcctg(- 2)).

Розв ‘язання. Відповідно до основних співвідношень дістаємо:

cos(arcctg(- 2)) — — 2 / f i + { - 2 ) 2 = - 2 / 7 5  = - 2 7 5 / 5 .  

Відповідь. -  2 Vs / 5.

Приклад 3. Обчислити tg(arctg2 -  arcsin(2 / 3)).
Розв ’язання. Маємо

tg(arctg2 -  arcsin(2 / 3)) = (tg(arctg2) -  tg(arcsin<2 / 3))) /
/ (1 + tg(arctg2)tg(arcsin(2 / 3))).

Але

tg(arctg2) = 2, tg(arcsin(2 / 3)) = 2 V J/ 5,
тому

tg(arctg2 -  arcsin{2 / 3)) = (2 -  2 75 / 5) / (1 + 4 V? / 5) =
-  (10 V S- 18)/ 11.

(10 Vs -  18) / 11.

Приклад 4. Обчислити sin(3n / 2 + 2arctg(4 /3)).
Розв 'язання. Маємо

віп(3л / 2 + 2arctg(4 / 3)) = -  cos(2arctg(4 і 3)) =
—  (1 -  tg(arctg(4 і 3))) / (1 + tg2(arctg(4 / 3))) =

= - ( l - ( 4 / 3 ) 2)/(l +(4/3)2) = 7/25.
Відповідь. 7/25.
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Розв’язання. Оскільки агсзіпа + агссова = л / 2, то 
зіп(5агсзіпа + багссоза) =

= віл (5 агсзіпа + 6(л / 2 -  агсзіпа)) =
= зіп(3л -  агсзіпа) = зіп(агс5Іпа) = а.

Відповідь, а.

Приклад 6. Обчислити зіп((агсзіп(4 / 5)) / 2 -  2aгcctg(- 1 / 2)).
Розв 'язання. Оскільки

агсс!§(- 1 / 2) = л -  агс^ О  / 2),
0 < агсБІп(4 / 5) < л / 2 і 0 < arcctg(l і 2) < л / 2,

маємо
зіп((агсзіп(4 / 5)) / 2 -  2aгcctg(- 1 / 2)) =

= зіп((агсзіп(4 / 5)) / 2 -  2л + 2агс^(1 / 2)) =
= зш((агсзіп(4 / 5)) / 2 + 2агс^(1 / 2)) =

= \І(1- соз(агсзіп(4/ 5)))/2 ■ (ctg2(aгcctg{l / 2)) -  1) / 
і (ctg2(aгcctg(l / 2)) + 1) + (7(1 + со8(агс5Іп(4/5)))/2 х 

х 2ctg(arcctg(l / 2)) / ( ^ 2(агс^( 1 / 2)) + 1). 

Враховуючи, що

соз(агсзіп(4 / 5)) = 7 і-з іп 2(агсзіп(4/5)) = ф - ( 4 / 5 ) 2 = 3 / 5 ,  
маємо

зіп((агсзіп(4 / 5)) / 2 -  2arcctg(- І / 2)) =
= ( 1 / 7 5 X 1  / 4 -  1) / (1 / 4+  1) + ( 2 / 7 5 ) 2 ( 1  / 2) / (1 + 1/4)= 7 5 / 5 .

Відповідь. 7 5 / 5 .

Приклад 7. Визначити суму ап^2 + аг^ З .

Розв ’язання. Оскільки 0 < arctg2 < л / 2 і 0 < ак^З < л / 2, то маємо 
0 < агй£2 + arctgЗ < л.

Враховуючи це, знаходимо
^ (а іч ^ 2  + arctgЗ) =

= (1 -  tg{arctg2)tg(arctgЗ)) / (tg(arctg2) + tg(arctgЗ)) = -  1. 
Оскільки с!$(агЩд2 + arctgЗ) = -  1 і 0 < ап^2 + arctgЗ < л, то 

aгctg2 + arctgЗ = arcctg(- 1) = л -  arcctgl = Зл / 4. 
Відповідь. Зл / 4.

Приклад 5. Обчислити зіп(5агсзіпа + багссоза), де | а І < 1.
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П р и к л а д  8 . Д о в е с т и , що

агссоз 72/3 -  агссовДІ + 7 б ) / 2 7 3 )  = я/6.

Розв’язання. Оскільки 0 < агссов 72/3 < я / 2 і

я / 2 > агссоз((1 + 7 б ) / 2 7 3 ) > 0 ,  
то після віднімання відповідних членів цих нерівностей маємо:

-  я / 2 < агссоз 72/3 -  агссоз((1 + 7 б ) / 2 7 з ) < я / 2 .  (1)
Враховуючи це, знаходимо:

8Іп(агссо8 7 2 / 3  -  агссояф + 7б ) / 2 7з  )) =
- зіп(агссо5 7 2/3 )со5(агссоз(( 1 + 7 б ) / 2 7 з ) ) ~

-  со5(агссоз 72/3 )8Іп(агссо5((1 + 7б ) / 2 7 з  )) =
= 7 і - 2 / 3  (1 + Т б ) / 2 Т З -  75 7з л/і -  ((1 + 7 б )  /г Т З )2 = І / 2 . (2)
Оскільки справджується умова (1), то з рівності (2) дістаємо 

агссок 72/3 - агссоз{(1 + 7 б ) / 2 7 3 )  = я/6, 
що й потрібно було довести.

Приклад 9. Довести, що 2агс1ё( 1 /5) + апДё(7 / 17) - П І  4.

Розв ’язання. Достатньо довести, що

2агс^( 1 / 5) -  я / ■4 = -  3 ^ ( 7  / 17).
Оскільки 0 < апяё( І / 5) < я / 4, то 0 < 2акЯё( 1 / 5) < я / 2 і

-  я / 4 < 2апДё(1 / 5) -  я / 4 < я / 4. (3)
Враховуючи це, знаходимо

tg(2aгctg( 1 / 5 ) - я / 4 ) “
= (І8(2агс(в( 1 і 5)) -  / 4)) / (1 + 1ё(2агсТё( І / 5))1ё(л / 4)).

Але
1ё(2апНё(1 / 5)) = 21ё(агс1ё(1 / 5)) / (1 -  1ё2(апДё(1 / 5))) = 5/12. 

Тому

1ё(2агсТё(1 / 5) -  я / 4) = (5 / 12 -  1) / (5 / 12 + 1) = -  7 / 17,
звідки, оскільки справджується умова (3), дістаємо 

2агс1ё(1 і 5) -  я / 4 = апДё(- 7/17)

2апЯё(1 / 5) + ак%(7 /17)  = я / 4, 
що й потрібно було довести.

Прикладів, Дано: х є [ -  1; 7 2 / 2 ] . Довести,що

агссо&х- агссовДх + 7 і - х 2 ) / Т 2 )  = я / 4 .

Розв 'язання. Досить довести, що

агссо&х -  я / 4 = агссоз((х + 7 і - х 2 ) /7 2  ).

За умовою х€ [- 1; 7 2  / 2]. Тому я / 4 < агссо&х < я і

0 < агссоах -  я / 4 < Зя / 4. (4)

Знаходимо

соз(агссо8х -  я / 4) = х 7 5 / 2  + 7і  - х 2 ( 7 5  / 2) = (х + 7 і - х 2 ) / 7 2  ,

звідки, оскільки справджується умова (4), дістаємо

агссо&х -  я / 4 = агссоэДх + 7 і - х 2 ) / 72 )

І, нарешті, агссо&х -  агссо$((х + 7 і - х 2 ) / 7 5  ) = я / 4, що й потрібно 
було довести.

Приклад 11, Дано: х є  ] -  2; 2]. Довести, що

2агсзіп(х / 2) + 4агс1ё ^{2-х) / {2 + х) ~ я.

Розв 'язання. Достатньо довести, що

2(л / 2 -  агссоБ(х/ 2)) + 4агс1ё 7( 2~х) / (2  + х) = я,

або (агссоєСх / 2)) / 2 = агсі§ ^(2~х)/(2 + х ) .
За умовою х є  ] -  2; 2]. Тому -  1 < х / 2 <  1, 0 < агссоз(х / 2) < я і

0 < (агссов{х / 2)) / 2 < я / 2. (5)

Маємо:
1ё((агссо$(х і 2)) / 2) =

-  7 (1-  соБ(агссо8(0,5х))) /(1 + соэ(агссо5(0,5х))) =

= 7(1 -  0,5х)/(1 + 0,5х) = 7 (2 -  х) /(2 + х) . (6)



Оскільки справджується умова (5), то з рівності (6) дістаємо: 

(агссоз(х/ 2)) / 2 = ап ^  ^(2-х) /(2  + х) , 

звідки (я І 2 -  агсзіп(х / 2)) і 2 = ап ^  і/(2-лс)/(2 + л) і

2агсзіп(х / 2) + 4ак^  7(2 -  х) /(2 + х) -  тс, 

що і потрібно було довести.

ПРИКЛАДИ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ

І. Обчислити значення виразів:
1.1, агсзіп(зіпб, 8л); 1.2. агссоз(зіп1,2л);

1.4. ап х^ (^ 8);
1.6. агсзіп(соз21);
1.8. (^(агссоз(- 2 / 7 ?  ));
1.10. зіп(агсзіп(3 / 5) + агссоз(7 / 25)); 
1.12. С08(ак^(1 / 2) -  агс^З);
1.14.1§(агсзіп(- 2 / 3) + агссоз(- 1 / 3));

1.3. ак^ ^ О , 6л);
1.5. агссо5(сої16, 2);
1.7. зіп(агссоз(2 / 3));
1.9. з іп (аг^ (-3));
1.11. зіп(2агссоз0, 3);
1.13. соз(2ап^2);
1.15. іе(агссі8 >/з + ага^(2 + 'ІЗ));
1.16. сі§(агсзіп(5 / 13) + агс5Іп(12 / 13));
1.17. зіп(6агс$іп( 1 / 2) + агсзіп(2 / 5));
1.18. й^ 5я і 4) -  2біп2(5л / 2 + (агсзіп((2 72 -  1)/3))/2);
1.19. 1 / 4 -  соз4(5л / 2 + (агссо8(4 / 5)) / 2);
1.20. 1 / 4 -  соз4(Зл / 2-(агсзіп(3 / 5)) / 2);
1.21. со8*(5л / 2 + (агс8Іп(3 / 5)) / 2) + созб(7л / 2 -  (агсзіп(4 / 5)) / 2);
1.22. сі§(5я / 4 + (агссоз(~ 4 / 5)) / 4);
1.23. зіп2{(агсзіп(4 / 5)) і 2 -  2апЯд(- 2));
1.24. ^((агссоз(3 / 5)) / 2 -  2arcctg(- 1 / 2));
1.25. соз((агссо8(3 / 5)) / 2 -  2 а г^ (- 2)).

1.1.0, 2л;
1.4. 8 -2 л ;
1.7. 7 5 / 3 ;  
ЇЛО. 117/125; 
1.13.-0,  6;
1.16. 0; 
1.19.6/25;

Відповіді

1.2. 0, 7л;
1.5. 6 л -1 6 ,2 ;
1.8. - 2; 
1.11.0,6791;
1.14. ( 7 2 0 + 7 8 )/  3;
1.17. - 0 , 4 ;  
1.20.6/25;

1.3.-0 ,4 л ;
1.6. 6, 5л -21 ;
1.9. -  3 7Го / 10; 
1.12. 0,772 ; 
1.15. 1;
1 .18 .-272/3;  
1.21.0, 009;
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1.22. 7 Ї0  - 3 ;
1.25.-2 75 / 5.

1.23. 1/5; 1.24.-2;

2. Довести тотожності.
2.1. агс8Іп(3 і 5) + агс$іп(8 / 17) = агсзіп(17 / 85);
2.2. ап^(1 /2) + агсів(1 / 3) = л / 4;
2.3. агссоз ТІ/5 -агссо8((7Ї2+ 1>/275> = л/3;
2.4. 2arcctg5 + агс^ 4 = arctg(32 / 43);
2.5. Загс8Іп(1 /5) + агссо8(71 /125) = л/2;
2.6. аіОД(а 7з / ( 4 - а ) ) -  а г^ ((а -  1)/7з ) = л і 6, де а  є ] 1; 4[;
2.7. агсзіп 7(2т + 1)/2 + aгcctg 7(1 + 2х)/(1 -  2-ї ) = я / 2, 

д е х є  [ -1/2 ,  1/2[;
2.8. 2 а п ^  + агсзіп(2х/(1 + х ))  = л, де х є
2.9. агссоз(7 / 750 ) + 2аг^{1 / 3) = л і 4;
2.10. соз(2ап^2) -  зіп(4ап^3) = 0,36;
2.11. sin(aгctg2 + агсі£( 1 і 3)) = 7^ 98  ;
2.12. tg(2arccos(5 / 726 ) -  агс8Іп(12 / 13)) = -  119 / 120;
2.13. 2агод2 -  агсі£(3 / 4) = л / 2;
2.14. агссоз(1 / 3)-агсзІп(1 / 4) = агсзіп((27з0 -  1)/12);
2.15. агс8Іп(3 / 5) + агсзіп(5 /13) = агсзіп(56 / 65);
2.16. arctgl + arctg2 + arctgЗ = я;
2.17. агссо8(1 /2) + агссоз(1 / 7) = агссоз(- 11 / 14);
2.18. агсзіп(4 / 5) + агссоз(2/75) = aгcctg(2 /11);
2.19. аісДО / 4) + ап^(1 / 5) = arctg(19 /17);
2.20. 2агсСд(1 / 4) + arctg(7 / 23) = л / 4;
2.21. ніп2(агссІ8(І /2)-aгcctg(- 1 / 3)) = 1 / 2;
2.22. зіп2(агс^3 -  aгcctg(- 1 / 2)) = 1 / 2;
2.23. зіп(2агс1д(1 / 2)) + tg((arcsin(15 / 17)) / 2) = 7 / 5;
2.24. агссоз(36 / 85) -  агссо8(15 /17) = л / 2 -  агсзіп(4 / 5);
2.25. сов(2агс^7) = зІп(4агс^З).

7.4. Про рівняння з невідомим під знаками аркфункцій

Означення Найпростішими рівняннями з невідомим під знаком 
аркфункції називаються рівняння виду

агсзіп Х-т) = а , агссоз Дх) = а, ап^Дх) = а, агс^Х х) = а, (7)
де а  — деяке число. Ці рівняння можуть мати розв’язки відповідно 
лише при -  ж/ 2 < а < к І 2 ,  О^я^л, -  я /  2 < а < л / 2 ,  0 < о < л. Во­
ни еквівалентні таким рівнянням:
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Доведення цих теорем очевидні. Отже, якщо при розв’язуванні 
рівняння (10) здійснюється перехід до рівняння (8) або (9), то від 
цього не можна втратити корені рівняння (10). Сторонні корені від­
кидаються перевіркою.

Перш ніж переходити від рівняння (10) до рівняння (11) або (12), 
слід перевірити, чи набувають обидві частини рівняння (10) при йо­
го коренях значень, що відповідно дорівнюють я / 2 + пк І пк (к є Z). 
Якщо обидві частини рівняння (10) не набувають таких значень, то пе­
рехід від рівняння (10) до рівняння (11) або (12) не дає втрати коренів.

7.5. Приклади розв’язування рівнянь 
з невідомим під знаками аркфункцій

Приклад 1. Розв’язати рівняння
2arcctgr + 4arctgx -  я / 2.

Розв’язання. Використовуючи співвідношення 
arctgx + arcctgx -  л / 2,

дістаємо рівняння
2(л / 2 -  arctgx) + 4arctgx = я / 2, 

звідки arctgx = -  я / 4 і х -  tg(- я / 4) = -  1.
Відповідь. X — {-1}.

Приклад 2. Розв’язати рівняння
arctg( 1 + х) + arctg( 1 -  х) = я / 4.

Разе ’язання. Оскільки при значеннях х, які є коренями даного рі­
вняння, обидві його частини не дорівнюють я / 2 + як ( к е  Z), то рі­
вняння

tg(arctg( 1 + х) + arctg( 1 -  х)) = tg(a / 4)
є наслідком даного рівняння. Використовуючи формулу для танген­
са суми двох аргументів, дістаємо

(1 + х+  1 - х ) / ( 1 - ( 1  +х)(1 -х ) ) = 1

або 2 ! х2 = 1, звідки X] -  V2 , х2 = -  ^2 . .
Перевіримо, чи будуть знайдені значення х коренями даного рів­

няння. Спочатку розглянемо хі -  4 Ї  . Нехай

arctg(l + -v/2 ) + arctg(l — V2 ) = z.
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Оскільки 1 + 7 2  >0, 1 - 7 2  <0,  то

0 < ап^(1 + 7 2 ) < л / 2 , - л / 2 <  агсі£(1 -  Т І ) < 0,
звідки дістаємо -  л / 2<г  < л / 2.

Знаходимо tgг. Маємо:

Щг -  tg(aгctg(l + 72 ) + агс1е(1 - 7 2 ) ) -
= (1 + >^ + 1 -  Т2)/(1 - (1  + 72X1  -  7 2 ) ) =  1.

Таким чином, — 1 і виконується умова - л / 2 < г < л / 2 .  Звідси 
випливає, що г — aгctgl, тобто і  — л /4, або

агс^(1 + 72 ) + aгctg(l -  72 ) = л / 4.
Отже, X] = 72 — корінь даного рівняння. Легко переконатись, 

що Хг -  -  72  — також корінь даного рівняння.

Відповідь. X  -  {± 72].

Приклад 3. Розв’язати рівняння
агс^(4х + 3) + агсс%т = л / 2.

Розв ’язання. Маємо:

агсс^(4.г + 3) = л / 2 -  агссі^г.
При значеннях х, які є коренями даного рівняння, обидві його ча­

стини не дорівнюють пк (к є і). Тому рівняння

^ (а г с ^ (4 х  + 3)) -  ^ ( л  1 2 -  агсс!|х)
є наслідком даного рівняння. Розв’язуємо це рівняння:

4х + 3 = tg(arcctgx) <=>
«  4х + 3 = 1 / х.

Дістаємо Х| = 1/ 4, х2 = -  1.
Після перевірки впевнюємося, що х2 — сторонній корінь.
Відповідь. X -  {1 / 4}.

Приклад 4, Розв’язати рівняння
агс8Іп(Зх / 5) + агсзіп(4х / 5) = агсБІпх.

Розв ’язання. Область визначення даного рівняння | х | < 1. Обчис­
лимо синус лівої та правої частин рівняння, враховуючи, що

зіп(агс5Іпсх) = а  і соБ/агсзіпа) = Ті -  а 1
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для довільного а  є  [- 1;1]. Дістаємо рівняння, яке є наслідком дано­
го рівняння:

зіп(агс5Іп(Зх / 5) + агс8Іп(4х / 5)) = зіп(агс8Іпх) «
«  8Іп(агс8Іп(Зх / 5))соз(агсзіп(4х / 5)) +

+ соз(агс8Іп(Зх / 5))5Іп(агс8іп(4х / 5)) = х <=>

{Зх / 5) 7і -16х2 /25 + (4х і 5) 7 ) -9 х 2/25=х,

ЗВІДКИ Х| = 0,Хї,з = ±1*
Безпосередньою перевіркою впевнюємося, що всі знайдені коре­

ні задовольняють дане рівняння.

Відповідь. X — (0; +1}.

Приклад 5. Розв’язати рівняння
ап^( 1 / 7) + агсзіпх = л / 4.

Розв ’язання. Маємо агсзіпх = л / 4 -  агОД( 1 / 7), звідки 

5Іп(агс5Іпх) = зіп(л / 4 -  arctg( 1 / 7)), 

або
х~  8Іп(л /4)cos(arctg(l / 7)) -  соз(л / 4)зіп(ап^(1 / 7)) <=>

« х  = (Т2/2)(1/71 + 1/49)-(72/2 )(1  /7)/ 71 + 1/49 «■
« х -  3 / 5.

Перевіркою впевнюємося, що знайдений корінь задовольняє дане 
рівняння.

Відповідь. X -  {3 / 5}.

Приклад 6. Розв’язати рівняння
tg(2arctgx) -  -  ^ (5 а гх ^ ).

Розв’язання. Використовуючи формулу зведення 
tg(л / 2 + а) = -  ctgа, 

подаємо рівняння у вигляді
tg(2агctgx) = tg(n / 2 + 5arctgx),

звідки
2aгctgx + ж к -п !  2 + 5arĉ gx або Заїч^г-  кк -  п / 2. 

Оскільки -  л / 2 < апД§х < л / 2, то для к дістаємо значення 0; 1.

131



Маємо сукупність двох рівнянь

Зап^х = —я/ 2 
З arctg х = я / 2.

Знаходимо ті = -  Уз / 3; х2 “ Уз / 3.

Яідшв/ді>.Х= {±Уз/3},

Приклад 7. Розв’язати рівняння
агссоз(2х -  1) -  Загссоах.

Розв'язання. Беручи від обох частин рівняння косинус, дістанемо 
рівняння

со8(агссо8(2х -  1)) -  4со$3(агсео&х) -  Зсоз(агссо5х),
яке є наслідком даного рівняння.

Розв’язуємо останнє рівняння. Дістаємо 4х3 -  5х + 1 = 0, звідки

Хі = 1,jc2 = (>/2 -  1)/2,jcj= - (V 2  + 1)/2.
Очевидно, Х| -  1 задовольняє дане рівняння. Доведемо, що х2 і 

х3 — його сторонні корені. Оскільки х2 < 1 / 2, то агссо$х2 >11.1 3 і 
Загссозх2 > я, тоді як агссоз(2х2 -  1) < я. Тому х2 — сторонній корінь. 
Оскільки х3 < -  1, то д'з не належить області визначення даного рів­
няння.

Відповідь. X — { 1}.

Приклад 8. Розв’язати рівняння
І Зап^І 2 — дсі -Я/4І “ я / 2.

Розв 'язання. Очевидно, Зап^ І 2 -  х І - я / 4 = ± я / 2 ,  звідки діс­
таємо сукупність двох рівнянь

"Зап^ І 2 -х ! = Зя/4 
_3arctg І 2 - х]  = - я / 4

|2-x| = tg(n/4) = l 
[|2-x| = -tg(n/12).

Друге з цих рівнянь не має коренів. Коренями першого рівняння 
єхі -  1 іх 2 -  З,

Відповідь. Х~  {1; 3}.

Приклад 9. Розв’язати рівняння arcsinx - arccosx — а і  2.
Розв 'язання. Використовуємо співвідношення 

arcsinx + arccosx -  я / 2,
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Дістаємо

звідки
(я / 2 -  arccosx) arccosx ~ a l  2, 

2( arccosx)2 -  яагссоах + а  = 0
і маємо сукупність двох рівнянь

агссозх = (я + Уя2 -8а)/4 

агссоях = (я-Уя2 —8а)/4.

Перше рівняння сукупності має розв’язки, якщо
V

0 < (я + Уя2 -8 а  ) / 4 < я.

Розв’язуємо отриману систему нерівностей

0 < Я + Уя2 -8 а  < 4я <=> 0 < У я2 -8 а  < Зя »  -  я2 < а < я2 / 8,

тобто якщо а  є [-  я2, я2 / 8], то Х[ -  соб((я + Уя2 -8 а  ) / 4),
Друге рівняння сукупності має розв’язки, якщо

0 < (я -  Уя2- 8 а  ) / 4 < я.

Розв’язуючи цю систему нерівностей, дістаємо 0 < а  < я2 / 8, тоб­
то якщо а є  [0, я2 / 8], тох2 = соз((я-  Уя2 - 8 а  ) /4).

Таким чином, при а <  -  я2 і а > я2 / 8 дане рівняння розв’язків 
не мас. ______

Відповідь. Якщо а  є  [-  Я2, 0[, то X -  {соє((я + У я2 - 8 а  ) /4)};
якщо а є [0, я2 / 8], тоЛГ= {соз((я ±Уя2 - 8 а  ) / 4)}; 
якщо а  є ] -  » , -  я2[ и ]я2 / 8, <*>[, то X - 0 .

Приклад 10. Розв’язати рівняння
ак^(хсоз« / (1 -  зіпа)) -  аг^((х -  біпл) / сово) = а. (13)

Розв ‘язання. Оскільки -  я < агс\%Ь -  arctgс < я, то при | о| > я рів­
няння розв’язків не має. Далі, оскільки сова *  0, то а Ф я / 2 і рівняння

tg(arctg(xcosa / ( 1 -  я і па )) -  ап^((х -  зіпа) / сока)) -  \%а 
є наслідком даного рівняння.

Використовуючи формулу для тангенса різниці двох аргументів, 
дістаємо

(хсобй і (1 -  бііш) -  (х -  з і па) / сова) і (1 + хсо$а(х -  йіпа) /
/ (1 -  зіпа)со8а) = tgа,
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звідки х (1 -  .фіна = 0. При зіпа -  0 розв’язком отриманого рівняння 
може бути довільне число -V, але при розв’язуванні даного рівняння 
(13) могли з’явитися сторонні корені. Оскільки І а \ < я, то а = 0 і 
рівняння (13) має вигляд

ятсЩх -  агсі^ ~ 0,
тобто його розв’язком с довільне число.

При зіва Ф  0 маємо Х| = 0 і х2 = 1. Після підставлення леї = 0 у рів­
няння (13) маємо:

-  ап ^ (- tga) = а  «  агОД^а) -  а ФФ -  п ! 2 <  а <  тс /2.

Таким чином, лс] = 0 є розв’язком рівняння (ІЗ) при а  є ] -  я /2, тс/2[. 
При х2 = 1 рівняння (13) має вигляд

ап^(сом / (1 -  аіїш)) -  агсІ5(( 1 -  яіпа) / сова) -  а.

Потрібно з’ясувати, при яких а  справджується ця рівність. Ос­
кільки

сом / (1 -  Біла) = яіп(тс і 2 -  а) і (1 -  соз(л і 2 - а ) )  —
= ctg(Jt / 4 -  а  /2) = tg(я / 4 + а  / 2),

то останню рівність можна записати у вигляді

arctgtg(JC / 4  + а / 2 ) -  агс^І£(тг / 4 -  а  / 2) = а.

Оскільки -  я < а  < тс, то

- я / 4 < я / 4  + я/ 2 < З я / 4 ,  - Я / 4 < я / 4 - а / 2 < З я / 4 .  

Розглянемо окремі випадки:
1 ) я/4 + а/ 2<я/2,тс/4-а/2<тс/2,тобто-  я / 2 < а < л/2.
У цьому випадку маємо правильну рівність

(тс / 4 + а  і 2) -  (я / 4 -  а 12) = а;

2 )  я/ 4 + о/ 2 > я / 2 , я / 4 - а / 2 < я / 2 ,  тобто а > тс / 2. У цьому 
випадку (тс / 4 + о/ 2 -  тс) -  (тс / 4 - а /  2) ф а;

3 )  я/4 + «/ 2 < я / 2 ,  я / 4 - а / 2 > я / 2 ,  тобто а < -  п і  2. Рівність 
має вигляд (іс/4 + а / 2 ) - ( і с / 4 - а / 2 - т с ) * о ;

4 )  я/4 + а/ 2 > я / 2 , я / 4 - о / 2 > я / 2 ,  але ці нерівності одночас­
но не виконуються.

Відповідь. Якщо а  = 0, то X - ] -  » ,« [ ;
якщо а  є  ]-тс/2,0[  и ]0, тс/2[, т оХ -  (0;1); 
якщо о е ] - « > , -  тс / 2] 0  [тс / 2, то Х =  0 .
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атсЩУ -  агсі£3 ~х = п і 6. 
Розв’язання. Враховуючи, що

arctgЗ = ап^(1 / 3х) -  агс^З* -  тс / 2 -  arctgЗJf,
дістаємо

аіч^З* -  (я / 2 -  агс^Зх) = П і 6.
Після очевидних спрощень маємо:

= 2л і 3 або 3* = tg(я / 3) -  >/з ,
звідки х=\ і 2.

Відповідь. X -  {1/2}.

ПРИКЛАДИ ДЛЯ САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ

Розв’язати рівняння,
1. агс5Іп2х = Загсвіпх.
2. агссоБ/лг / 2) -  2агс^(х -  1).
3. (агсБІпх)3 + (агссоах)3 = Зтс3 і 2.
4. агс8Іп2х + агсБІпх = я / 3.
5. аге^2х + ап^Зх = -  Зя / 4.
6. агсБІплс -  агссоБХ.
7. агссоах -  агсБІпх = агссок( 7 з  / 2).
8. (агскіпх)2 -  ЗагсБІпх + 2 = 0.
9. агссоя4х = згсбіпЗх.

10. 2агсБІпї + агссоБ(1 -х )  = 0.
11. агссоз(х 'Уз) + агссоах = агссоа(2х -  1).
12. агсС&с + аг^ (х і 2) + аг^(х2 / 7) = 0.
13. зіп(агссоБ(- х)) = -  1 / 2.
14. ап^(х -  1) + aгctgx + aгctg(x + 1) = ап^Зх.
15. агсзіп(1 -х )  -  2агс8Іпх = я / 2.
16. агсзіпх = arcctgx,
17. агс8Іп(агссоз( І / х)) = 1.
18. (аиЯ^)2 + (агсс^т)2 = я2 / 2.
19. агсС§х + arctg >/х-1 = я і 4.
20,1 агссоБІ 1-х| — я / б| =2я/3.
21. 2агссоах -  Загсаіпх = 1 Зя / 6.
22. агссоах -  агсі|р: = 0.
23. агс^((х -  1) і 2х) = 2аге^(х -  1).
24. агсаіп(5х/ 13) + агсБІп(12х /13) = агсвіпх.
25. aгctg(l /(х-  1 ) ) -ак^(1  / (х+ 1)) = аг^а.

П р и к л а д  X I. Розв’язати рівняння
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Відповіді

I .  Х -  (0; ±1 / 2}. 
З . Х - 0 .
5 . Х -  \-1}.
7 . Х -  {1/2}.
9. X -  {1/5}.
I I .  Х -  {0; 1/2}. 
1 3 .Х -0 .
1 5 . Х -  {0}.
1 7 . Х -  {зефіпі)}. 
1 9 . Х -  {1}.
2 1 . Х -  {-1/2}.

2 . Х -  { 7 2 } ,
4 . Х -  { 7 3 /28 }.
6 . Х -  {72/2} .
8 . Х -  {зіп((5 -  17)/2)}.
1 0 .Х -  {0}.
1 2 .Х -  {0}.
1 4 .Х -  {0; ±1 /2).
1 6 . Х -  {7 ( -1  + 75)/2 }.
1 8 . Х -  {ф(я(7з + 1) / 4».  
20. X  -  0 . ________
2 2 . Х -  {і/(75-1)/2}.

2 3 . Х -  {1}. 24,X -  {0; ±1}.
25. Якщо а є ]0; 2 [ , т о Х -  { ± 4 і ! а  }; 

якщо а є  ] -  « , 0] У [2, »[, то X  -  0 .
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ТЕОРЕТИЧНІ ВІДОМОСТІ ЗА ПРОГРАМОЮ 
З ТРИГОНОМЕТРІЇ ДЛЯ ВСТУПНИКІВ 
ДО ВИЩИХ НАВЧАЛЬНИХ ЗАКЛАДІВ

1. Основні означення

Означення 1 Косинусом кута а називається відношення абсциси 
кінця рухомого радіуса-вектора О А , що утворює 

кут а з додатним напрямом осі ОХ, до довжини ОА (рис. Д-1):

с о в а - —, г = ^х1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11+ у г . 
г

О інячеиші і  Синусом кута а  називається 
відношення ординати кінця

рухомого радіуса-вектора О А , що утворює 
кут а з додатним напрямом осі ОХ, до дов­

жини ОА (див, рис. Д-1): зіпа = —.
_ г

І Означення 3 Тангенсом кута а (ар^ + пк,

А є  X) називається відношення синуса кута а 
до косинуса цього кута:

мпа ущ а  = -------= — (х р  0).
соя а  х

Означення 4 Котангенсом кута а ( а Р п к ,  ке.Х)  називається 
відношення косинуса кута а до синуса цього кута:

соя а  
ф а  =  - т — -  

вігі а
= - ( у * 0 ) .  

У
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Крім означених основних тригонометричних функцій розгляда­
ються ще дві функції: секанс і косеканс:

зесос=—-— f a * —+itk, k z Z  \  cosec а = —-— Z). 
cos а  V 2 J  sin а

З означень 1—4  випливають наступні висновки:
•S косинуси кутів, які закінчуються в І і IV чвертях коорди­

натної площини, додатні, а косинуси кутів, які закінчуються в II 
і III чвертях, від’ємні;

^  синуси кутів, які закінчуються в І і II чвертях координат­
ної площини, додатні, а синуси кутів, які закінчуються в III і IV 
чвертях, від’ємні;

S  тангенси і котангенси кутів, які закінчуються в ІІIII чвер­
тях координатної площини, додатні, а тангенси І котангенси ку­
тів, які закінчуються в IIІIV чвертях, від’ємні.

Наведемо значення основних тригонометричних функцій деяких 
кутів:

a 0
я
6

n
7

JC
3

К
2 ТЕ

З *
2

2я

sin a 0
2

£
2

£
2

1 0 - i 0 j

co sa 1
V3

2
£
2

1

2
0 - i 0 і

tg a 0 £
3

1 £
He

існує
0 He

існує
0

c tg a
He

існує £ 1 £
3

0 He
існує 0 He

Існує І

2. Основні тригонометричні тотожності та їх наслідки

2.1. cos2 a+sin2a  = 1 — тригонометрична одиниця,

2.2. l + tg2a  = — ; осї* -  + я£, k e Z .
cos a  2
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2.3. l+ctg2a  = — ;— ; a Фпк, k s  Z.
sin' a

Я2.4. tga ctga = l, а Ф —k, keZ.

За допомогою основних тригонометричних тотожностей можна 
кожну з тригонометричних функцій одного й того самого аргументу 
виразити через довільну Іншу тригонометричну функцію того само­
го аргументу:

а) Вираз тригонометричних функцій через косинус:

-т— ±V l-cosa  cos a
sina = ±vi-cos  a,  tga = ---------------, ctgoc-  — ,

cosa ± v l - c o s a

б) Вираз тригонометричних функцій через синус: *

sin a
cosa = ±Vl-sin2a,  tga =

±vl -  sin2 a
, ctg a  = -

±\l 1-sin2 a
sm a

в) Вираз тригонометричних функцій через тангенс:

cosa = - г, sma = tga ctga =
±Vi + tg2a  ±Vl + tg2a

г) Вираз тригонометричних функцій через котангенс:

sina = ±
Vl + ctg2a

, ctga t , cosa = + . , t g a - -
V l  + ctg2a ’ ctga'

У формулах, які містять радикали, знак «+» або «-» потрібно ста­
вити залежно від того, в якій чверті закінчується кут а.

3. Основні тригонометричні формули

3.1. Формули додавання
cos(a ± р) = cos a  cos р + sin a  sin p; 
sin( a  ± P) = sin a  cos p ± cos a  sin p;

tg(a±p)= + де — + j i i ,p ^ ^  + wfr,
1 + tgatgp 2 2

139



a  ± $ * —+nk,k<~Z;
2

ctg(a±P)= Ctg<̂ ctg^+ \  де а # л к З * п к , а ± $ ї п к , к є  Z. 
ctgp + ctga

3.2. Формули подвійного та потрійного аргументу

sin 2a = 2 sin a  • cos a;
cos 2a  = cos2 a - s i n 3 a  = 2cos2 a - 1  = l -2 s in 2 a;
, _ 2tga it r t  я _tg2a =  ~~z— , a * — h— Д є  Z ; a *  — + m ,  ne  Z;

1-tg a  4 2 2
_ ctg2 a - 1  nk , _ctg2a = — -------, a * — , £ e Z ;

2ctga 2
sin 3a = -4  sin3 a +3 sin a;
cos3a = 4 cos3 a  -  3cos a;

tg3a = tg a ——— a * —+ — f k e Z , a * —+iM,nBZ;  
l - 3 t g  a  6 3 2

ctg3a = ctga
3-ctg2a як

, , a * —  , k e  Z. 
l -3ctg  a  3

3.3. Формули половинного аргументу

a  1-cos
sin — = - 

2
2 a  l+ cosa _

cos — ------------ , тобто cos
2 2

a  . a  l l - c o s a—, тобто sin — = ± J ----------;
2  V 2

r * £
cos a

a __/l-cos a  _  si
^2 Vl + cosa l + i

sin a  1 -  cos a
cos a  sm a

, a * я к , к є  Z;

a  , (l + cosa l+ cosa  sina _ , , „ctg —-= ±.f---------- = ------------= ----------- , a * 2 n k , k s  Z.
2 V l - c o s a  sina l - c o s a

3.4. Формули перетворення суми тригонометричних функцій 
іа добуток І, навпаки, добутку на суму

cos a  + cos р = 2 cos cos - ;
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й „ , a  + p . a - p
cosa-cosp  = -2sm -----s in  

P 2 2
• . 0 „ . a+ P  a - psma+smP = 2sm------ cos-----

2 2
• . „ „ . a - P  a + Psina-sinP = 2sra------ -cos------ :

2 2
„ sin(a+P) n , it , . „tga + tgp = — —- — , a * — vnk,p?t — + n k , k e  Z; 

cosacosp 2 2
й sin(a-P) я , й я , , „t g a - t g p = — -— a  *  -  + nk,p^ — + nk, k e  Zi 

cosa-cosp 2 2
_ sin(a + P) , n

ctga + ctgp = ---------- а?ьяА:(Р^лА Дє Z;
sin a  -sin p

ctg a -c tg  P= S‘n^ —— , а *  лА,р* nk, к є  Z; 
sin a  -sin p

sinasinP = i ( c o s ( a - p ) - c o s ( a  + p)); 

cosacosp=-^(cos(a-P) + cos(a+P));  

sinacosP=^(sin(a-p)  + sin(a + P)).

3.5. Вираз тригонометричних функцій через тангенс половин­
ного аргументу

2 t g f
sina = ------— , а * я + 2 я k , k s Z ;

l+tg2~

! - t g  2
cosa = -------- — , а * я  + 2п£,Ає Z;

. 2 CX
i + t g j

a
2 tg? яtga = ------ , а Ф  — +  я к , к є  Z ; c & * K  +  2 m >n e  Z\

■- . g’ f  2
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c tg a = ---------—, a * n k tk e Z .

24f
3.6. Формули зведення

Означення Формулами зведення називаються формули, які ви-
• , -  • Я Злражають тригонометричні функції кутів -а ,  — х а, л ± а, —  ± а ,

2л ± а  через тригонометричні функції кута а.

Правило зведення. Якщо кут а відкладається від горизонталь­
ного діаметра ( -а , л ± а, 2л ± а ) , то функції в обох частинах рівно­
сті зберігають назву.

Якщо кут а відкладається від вертикального діаметра
я Зл ^
- ± а ,  —  ±сс , 
2 2 ) то функції змінюють назву на споріднену (спорідне­

ними є функції синус і косинус, тангенс і котангенс, секанс і косеканс).
Щоб визначити знак, з яким потрібно взяти тригонометричну 

функцію в правій частині рівності, достатньо, вважаючи кут а гост­
рим, визначити знак лівої частини.

Формули зведення можна подати у вигляді такої таблиці:

Назва функції не змінюється Назва функції змінюється

а -  a n±a 2 i t ± a * .— ± a  
2

3 jc
—  ± a  
2

sin a -  sin a T s in a ±sinot cosot - c o s a

co sa cos a - c o s a co sa + s in a ± s in a

tg a - t g a

± tg a

na * — + л
2

± tg a

Jt, keZ

T c tg a  

a  *  кк,

T ctg a  

k€ Z

ctg a - c t g  a

± c tg a  

a  *nk,

± c tg a  

i te  Z

T tg a

к , 
a /  —+ тй

2

T tg a  

, keZ
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Приклад. Обчислити sin 930°.

Разе 'язування.

sin930o = sin(360o'2 + 210o) = sin210° = sin(180o+30o) = -sm30° = —

Відповідь. .
2

4. Основні властивості тригонометричних функцій 
та їхні графіки

4.1, Функція у  — sin де:
а) область визначення: хе  R;
б) множина значень: у є [ -1 ; і ] ;
в) непарна: sin(-x) = -sinx,  графік симетричний відносно почат­

ку координат;
г) періодична, найменший додатний період Т -  2л;
д) sinх = 0 е=> х = пк, k e Z  (нулі синуса);

е) sin л зростає, колйхе 

sin X спадає, коли хє

Я _ , JC л і—  + 2лк ,— і-2пк
2 2 .

—+ 2л&, — + 2л&
12 2

є) зіпх>0, колихє [2л£, л+2л&],
зіпхсО, колихє [п + 2пк,2п + 2пк], кє2\  

ж) має похідну при всіх х (біп-г/ = соз .V. 
Графіком функції є синусоїда (рис. Д-2).

, к е  Z; 

, к е  Z;

Рис. Д-2 
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