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1. Узагальнення закону всесвітнього 
тяжіння на випадок довільного показ­
ника степеня для відстані між тілами 

Передбачається дослідження закону 
всесвітнього тяжіння, записаного у ви­
гляді: 

тгт2 
г = 0 -к—, (і) 

де k - довільне дійсне число. 
Така постановка проблеми дослід­

ження виходить за межі шкільних 
курсів фізики й математики і фактич­
но є об'єктом курсу теоретичної фізи­
ки (наприклад [3, 48-49\). В означеній 
ситуації дослідження комп'ютерних 
моделей виявляється єдиним методом, 
що дає змогу усунути ускладнення, 
пов'язані з обмеженим математичним 
апаратом школярів. 
© І. Теп.<н-.• -. - '• нмеріков, 2008 

Розглянемо простий випадок - рух 
супутника - і при цьому знехтуємо ма­
сою супутника в порівнянні з масою цент­
рального тіла, а також опором середови­
ща і впливом інших тіл на дані два тіла. 

Розглянемо рис. І. 

Рис. 1 
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Як і завжди, положення супутника 
визначається двома координатами х, у 

і, крім ТОГО, \р „ , t. - ~ . шо те-
і' І г г 

пер разом з (1) дає 

GMm.x GMmy 
г = ' г = 

* r * + l ' .'• r*+J • 

Відповідно проекції прискорення: 

GMx GMv 

Оскільки г = Jх1 + у2 , то 

GMx 

° ' = " ^ 7 Г ' <2) 

Система рівнянь (2) є новою мате­
матичною моделлю руху супутника. 

Конкретизуємо задачу і дослідимо 
уявлюваний рух Землі навколо Сонця 
відповідно до (1). 

Нагадаємо, шо тіло стає супутни­
ком, якшо у початковий момент орбі­
тального руху йому надати першої кос­
мічної швидкості v. , значення якої зви-
чайно знаходять за умови, шо сила 
тяжіння забезпечує необхідне доцент­
рове (нормальне) прискорення: 

Mm mv~ 
О — т — , звідки 

г г 

K(0) = vu=^GM/rlk-]) • (3) 
Нехай, як і раніше, початковий мо­

мент відповідає точці перетину орбіти 
з віссю абсцис. 

Обчислювальний експеримент 
Не повторюючи схеми обчислень, 

відмітимо головне: обчислення коорди­
нат х, у точок орбіти виконується за 
відомою циклічною схемою прискорен­
ня -> швидкість -> координата. 

Зазначимо вхідні дані та початкові 
умови для системи тіл Сонце-Земля: 
М = 210 т " кг, т = 6-Ю-14 кг, 
г = 1,5-10х м і нехай у початковий мо­
мент (/ = 0) х(0) = г, у(0) = 0, vv(0) = 0, 
v(0) = v>u. Тут індекси 1 відносяться до 
центрального тіла (Сонця), а індекси 
2 - до тіла-супутника (Землі). 

Крок збільшення часу А/ будемо 
добирати експериментально. 

Ключові комірки цієї таблиці ма­
ють такий уміст: 

Комірка ' Формули / числа 
м? -2 

Н8 -0 
Н9 

Н10 
НІ 1 

Аг 

в; 
С2 
02 

и 
F2 

сз 
вз 
ез 

п 
U 
04 

.(нг-н«/нб"(н7.і))"С.5 

.46 

-0 
-ініг-іні4"Ег,((К0РЕнь((іг)-г.(&,г)"г))-($н$7.і)) 

Примітки 
Значення k 

V - перша космічна 

Копіювати в A31 А4 
Копіювати в 831 6^ , 

- $H12,$MS4-F?,-((K0PEHb((E2r2.(F2)"2))-($H17.1)) 1 

•WV 
-SH18 
-SHS9 
- « « 1 0 
-С2-*г-інігсл -— -— -- -
-D2.B?'iHJ3*O.S ІКоп'Ова-ив Е4 
-E2-C34HS3 [копюміи • F4 
-F2.D3-JHJ3 
-C3-A3*VHJ3 
-ОЗ.ВЗЧНІЗ 

Порядок роботи: 
а) заповнити комірки Н2-Н7 і клю-

чові комірки; 
б) усі формули 4-го рядка (від А4 

по F4) копіювати у наступні 200 рядків; 
в) за даними стовпців Е та F будує­

мо графік у = у(х) - (траєкторію руху). 
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Рис. 2 
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Враховуючи, що в досліджуваній 
моделі формули для прискорень ах і ах 

та для першої космічної швидкості vu 

модифіковані, маємо розглядати рис. 2 
як вдалий тест на перевірку нових фор­
мул при звичайному значенні к = 2,0. 

Поклавши к = 1,5 і Д/ = 0,05 с, 
отримуємо схожий результат. 

Можна переконатися втому, шо фор­
мально колова траскторія існує для будь-
яких значень к. Зокрема, при к - 1 слід 
було б узяти Д/ ~ 0,0005, а при к = 2,2-
- Д/ ~ 50 і т.д. Висновок про існування 
колових траєкторій є дійсно формаль­
ним: якшо простежити за тим, яких зна­
чень набуває vu (комірка Н9) в описа­
них експериментах, то виявляється, шо 
в міру зменшення к відбувається швид­
ке зростання орбітальної швидкості аж 
до с = 3-10х м/с і більше, а це принци­
пово неможливо. Таким чином, модель 
перестає адекватно описувати досліджу­
ване явище. Такі занадто великі значен­
ня v. слід сприймати всього лише як ре­
зультати розрахунків за наведеною фор­
мулою і ніяк не приписувати об 'скту 
властивості неадекватної моделі. 

Знову виконаємо тестування. Показ­
ник степеня залишимо з попереднім 
значенням k = 2, проте збільшимо ор­
бітальну швидкість v\2(0) тіла-супутника 
так, щоб задовольнялась умова замк­
нутої траєкторії vu <\\(0) < у/2 V Орбі­
та має набути еліптичної форми. Нага­
даємо, що тут вираз vu - друга косміч­
на швидкість. Тож збільшимо 
попереднє значення vv(0), наприклад, в 
1,25 раза. Для цього відредагуємо фор­
мулу в комірці 

Н9: =(Н2*Н4/Н6Л(Н7-1))А0,5*1,25. 
Результат показано на рис. 3. 
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Рис. З 

Якщо початковій швидкості надати 
значення vt(0) = v u , тобто ввести до 
Н9 нового множника 

= (Н2*Н4/Н6 Л (Н7-І)) Л 0,5*2 Л 0,5, 
одержуємо параболічну траєкторію {рис. 4). 
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Рис. А 

Отже, модель з модифікованими фор­
мулами (І )-(3) пройшла тестування, при­
наймні ці формули при k = 2 приводять 
до відомих заздалегідь результатів. 

Перейдемо, нарешті, до експериментів 
з k * 2. Нехай k =1,8, v,(0) = l,25vu. 

Результати моделювання разом з відпо­
відними Д/ подано на рис. 5 (а-г). 

Саме за такими траєкторіями мали 
б рухатися планети навколо Сонця або 
супутники навколо планет згідно з за­
коном тяжіння (І). 
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Рис. 5 

Рис. 5, а показує, шо тіло-супутник, 
виконавши один оберт уздовж еліпса, 
не потрапляє у початкову точку, оскіль­
ки велика вісь еліпса за цей час повер­
тається на деякий кут Д<р відносно цент­
рального тіла (точки 0; 0). 

Обговорюване питання розглядаєть­
ся в курсі теоретичної фізики [3, 48-
49], звідки запозичено рис. 6 і подаль­
ший коментар. 

Якщо область допустимої зміни г 
обмежена лише однією умовою г> гтіх, 
то траєкторія приходить із нескінче­
ності і йде на нескінченість. 

Якщо область зміни г має дві гра­
ниці г і г , то траєкторія цілком ле-

тт max1 г г 

жить всередині кільця, обмеженого ко­
лами г = г \ г = г (рухи вздовж 

max mm v r J 

таких траєкторій називають фінітними). Це, однак, не означає, що траєкторія 

неодмінно є замкнутою кривою. За час, 
протягом якого г змінюється від гтах до 
гтт і потім знову до г , радіус-вектор 
повернеться на кут А<р. Умова замкну­
тості траєкторії полягає в тому, щоб цей 
кут дорівнював раціональній частині від 

Рис. б 

92 

а) Д/ = 3 с 

e)At= 15 с 

б) А/ = 5 с 

г ) А / = 17 с 
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2к, тобто мав вигляд Д<р = 2кт / я, де 
т, п - цілі числа. Тоді через п повто­
рень цього часу радіус-вектор точки, 
виконавши т повних обертів, збіжить­
ся зі своїм початковим значенням, тоб­
то траєкторія замкнеться. 

Однак такі випадки виняткові, і при 
довільному значенні кут А(р не є раціо­
нальною частиною від 2тс. Тому в за­
гальному випадку траєкторія фінітно­
го руху не замкнута. Вона нескінчену 
кількість разів проходить через 
мінімальну і максимальну відстань (як, 
наприклад, на рис. 6) і за нескінчений 
час заповнює все кільце між двома гра­
ничними колами. 

Існують лише два типи центральних 
полів, де всі траєкторії фінітних рухів 
замкнені. Це поля, в яких потенціальна 
енергія частинки пропорційна \/г або 
г2. Перший з цих випадків відповідає 
k = 2 (світ, у якому ми живемо). 

Отже, єдиним методом, що іноді дає 
змогу виконати дослідження і усунути 
ускладнення, пов'язані з обмеженим 
математичним апаратом, є комп'ютер­
не моделювання (обчислювальний екс­
перимент). 

5. Комп'ютерне моделювання абсо­
лютних та відносних рухів планет Со­
нячної системи. 

У попередніх матеріалах йшлося про 
вивчення зі школярами рухів тіл під 
дією сили всесвітнього тяжіння. Там 
були отримані такі результати: 1) роз­
раховані й побудовані всі можливі трає­
кторії рухів тіл у центральних полях 
(криві другого порядку - коло, еліпс, 
парабола і гіпербола); 2) для тіл із 
сумірними масами був реалізований пе­
рехід до системи відліку, пов'язаної зі 
спільним центром мас; 3) для планет 
засобами обчислювального експеримен­
ту доведена відповідність їхніх рухів 
законам Кеплера; 4) було здійснено 
узагальнення закону всесвітнього тяжін­
ня на випадок довільного показника 
степеня k для відстані г між тілами, 
тобто закон був розглянутий у вигляді 
з наступним аналізом можливих зна­

чень показника степеня к. Основною 
метою чергового дослідження постави­
мо задачу побудови траєкторій руху 
планет у двох системах відліку: в сис­
темі, пов'язаній із Сонцем (геліоцент­
ричній), та в системі, пов'язаній із Зем­
лею (геоцентричній), тобто в другому 
випадку дослідимо питання про вигляд 
планетних траєкторій з точки зору зем­
ного спостерігача. 

Така постановка проблеми досліджен­
ня залишається в межах шкільних курсів 
фізики й математики. Зокрема, учням 9 
класу відомі правила переходу від однієї 
системи координат до іншої (на прикладі 
паралельного перенесення). 

/. Геліоцентрична система відліку. 
Побудуємо в одній координатній 

площині траєкторії руху Землі і Марсу 
навколо Сонця. Відповідні дані про 
планети будемо брати з [7, 120-133]. 

Для розміщення даних про Землю й 
Марс на одному аркуші електронних 
таблиць змінимо структуру таблиці, 
наведеної в попередньому фрагменті: 
внаслідок розгляду двох планет 
кількість стовпців зростає вдвічі. 
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Параметри з індексом 1 відповіда­
ють Землі, з індексом 2 - Марсу. 

Вибір як початкових швидкостей 
vu(0), v4(0), відповідно розрахованих за 

формулою v[K = . :— (перших косміч­
них швидкостей), забезпечує колові 
траєкторії руху планет, що є спрощен­
ням їх реального руху (особливо це сто­
сується Марса), оскільки насправді пла­
нетні орбіти є еліпсами. При моделю­
ванні для перетворення колових орбіт 
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на еліптичні, як ми вже бачили, треба 
вираз для v]K помножити на число /:, 

що задовольняє умову І > к >-І2 . З ас­
трономії відомо, шо для Землі по­
трібний коефіцієнт становить 1,020204, 
а для Марса - 1,094442 (комірки N10, 
N12). Розраховані значення початко­
вих швидкостей відповідають най­
ближчій до Сонця (фокуса) точці траєк­
торії - афелію. 

Ключові комірки цієї таблиці ма­
ють такий уміст: 

Комірка 
N9 

N10 
N11 

N12 

N13 

N14 

N15 

N16 

А2 

В2 

сг 
ог 
Е2 

п 
G2 

Н2 

12 

J2 

К2 

L2 

ЕЗ 

F3 

G3 

НЗ 

ІЗ 

J3 

КЗ 

L3 

Е4 

F4 

G4 

Н4 

Формули / ЧИСЛІ 
-0 

-(N2 ,NVN7)A0.5 

=0 

-(N2*N4/N8)A0.5 

-N7 

-0 

-N8 

-0 

-$NS2*SNJ4'I2/((I2)A2*(J2)A2)A1.5 

-$NS2 ,$N$4*J2/((I2)"2+(J2)' l2)'1.5 
-JNS2*SNJ4*K2/((K2)A2+(12)A2)A1.5 

-JNS2-JN$442/((K2)A2<-(L2)A2)A1.5 

-N9 

-N10 

-0 

-N12 

-N13 

-N14 

-N8 

Примітки 

Відповідно до рис. 1 

V. для Землі 

Відповідно до рис. 1 

V, для Марсу 

Копіювати в A3, А4 

Копіювати в ВЗ. В4 

Копіювати в СЗ, С4 

Копіювати в 03, 04 

-0 I 
-E2*A2'JNS3'0.5 

-F2+B2'W3'0.5 

-G2+C2'$NS3*0.5 

-H2+D2*SNS3*0.5 

-I2-E3*JNJ3 

-02+F3*$N$3 

-K2*G3*JNJ3 

-L2+H3'JNi3 

-E3+A3*$NS3 

Копіювати в 14 

Копіювати в J4 

Копіювати в К4 

Копіювати в L4 

-F3+B3*$NJ3 

-G3*C3*JNJ3 

-H3+D3*iN$3 

Порядок роботи: 
а) заповнити комірки N2-N8 і клю­

чові комірки згідно з наведеною таб­
лицею; 

б) усі формули 4-го рядка (від А4 
по L4) копіювати у наступні 365 рядків; 

в) за даними стовпців Н, І та J, К 
будуємо графіки у=у,(х{), у2=у:(х2) -
траєкторії рухів (орбіти) Землі та Мар­
са відповідно (рис. 7). 

//. Геоцентрична система відліку. 
Відповідний перехід виконаємо па­

ралельним перенесенням початку ко­
ординат у центр Землі, отримавши та­
ким чином вигляд траєкторії руху Мар­
са з позиції земного спостерігача 
(рис. 8). Для цього внесемо такі зміни 
до таблиці: перед стовпцем «Дано» вста­
вимо три нові стовпці, які позначимо 
Х=х,-хг У=у2-у] - відносні координати 
Марса в системі відліку «Земля» та г,, -
відстань між планетами. 

Комірка 
М2 
N2 
02 

Формули 

=К2-І2 

=L2-J2 

=(M2A2+N2)A0,5 

Примітки 

Копіювати в МЗ-М366 

Копіювати в N3-N366 

Копіювати в 03-0366 

Рис. 8 

Рис. 8 відображає видиму з Землі 
траєкторію руху Марса на небесній 
сфері. Слід звернути увагу школярів 
на той факт, шо поява петлеподібних 
траєкторій є суто кінематичним, а не 

94 І 

Рис. 7 
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динамічним ефектом, зумовленим пе­
реходом до іншої системи відліку. Саме 
такі петлеподібні рухи планет спостері­
гали ше прадавні астрономи Шумеру. 
Єгипту, Китаю, Давньої Греції. 

Систематизацію таких рухів дав 
Клавдій Птолемей (100-165 pp. н. е.), 
який створив теорію видимого руху 
Сонця, Місяця і планет [5, 55-56J. На 
основі каталогу Гіппарха, власних спо­
стережень та фізики Арістотеля він роз­
робив найбільш докладну й популярну 
геоцентричну систему світу, яка виз­
начала космологічні уявлення вчених 
протягом наступних 1500 років. Праця 
Птолемея «Велика математична побу­
дова астрономії» (в арабському пере­
кладі «Альмагест») у тринадцяти кни­
гах стала науковою астрономічною ен­
циклопедією давнини та Середньовіччя. 

За теорією Птолемея Земля нерухо­
ма та знаходиться в центрі світу, а реш­
та планет разом із Сонцем і Місяцем 
рівномірно обертаються навколо Землі 
по колових орбітах. Для пояснення руху 
планет Птолемей застосував систему 
гармонійних епіциклів та деферентів 
(рис. 9): складний петлеподібний рух 
описувався сумою кількох гармонійних 
рухів за формулою: 

х 

де п - кількість епіциклів, необхідних 
для задовільного опису руху планети, 
со - колова частота, і - час, А -

п ' II 

амплітуда, 8 - початкова фаза. 

Рис. 9 

Епіциклічна система Птолемея була 
простою, універсальною, економною і, 
незважаючи на свою принципову 
хибність, давала змогу прогнозувати 
астрономічні явиша з будь-якою необ­
хідною точністю. З її допомогою мож­
на розв'язувати деякі задачі й сучасної 
астрометрії, небесної механіки й кос­
монавтики. 

Одним із творців нової астрономії і 
нового наукового світогляду став Ми­
кола Коперник (1473-1543). У своїй 
праці «Про обертання небесних сфер» 
він виклав геліоцентричну теорію, яка 
висунула найважливіший принцип бу­
дови Всесвіту - його рухомість. Пла-
нетарність Землі усувала давні уявлен­
ня про унікальність її як центра обер­
тання Всесвіту. Учням буде цікаво 
дізнатися, шо розрахунки руху планет 
«за теорією М. Коперника» давали мен­
шу точність у передбаченні положень 
планет, ніж розрахунки «за теорією 
Птолемея». Справа в тому, що в теорії 
М. Коперника планети мали рухатися 
рівномірно по ідеально круглих орбі­
тах. Насправді ж, як пізніше встано­
вив Й. Кеплер, орбіти планет мають 
форму еліпса, а швидкості їхнього руху 
періодично змінюються [5, 67]. 

Сам Птолемей з честю справжнього 
вченого визнавав виключно приклад­
ний характер своєї системи і відмов­
лявся розглядати її як космологічну за 
браком переконливих доказів на користь 
гео- чи геліоцентричної теорій світу. 

Повертаючись до результатів моде­
лювання, зазначимо, шо за даними зі 
стовпця гп можна визначити відстань 
між планетами під час протистоянь. І 
хоч якісна картина відносного руху 
Марса є цілком задовільною, та через 
уведені до моделі спрощення (рівномір­
ний рух планет по колових орбітах) 
кількісні результати відрізняються від 
відомих із спостережень. Зокрема, 
відстань між Землею та Марсом під час 
великого протистояння має бути 
~55 млн. км, тоді як за таблицею отри­
муємо суттєво менше значення. 
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Для подолання цього недоліку ско­
ристаємося програмним комплексом 
VPNBody, призначеним для моделю­
вання з високою точністю сонячнопо-
дібних систем. Перенесення початку ко­
ординат до центру Землі потребувало 
модифікації комплексу: до характерис­
тик об'єкта було введено параметр 

DIFF, яким може володіти лише один 
об'єкт у системі; під час обчислення 
траєкторій руху цей об'єкт вважається 
нерухомим, а решта - такими, шо ру­
хаються навколо нього. 

На рис. 10 показано результати мо­
делювання у VPNBody руху Марса з точ­
ки зору земного спостерігача. Розраху­
нок показує, шо за 6 років відбулося 
три протистояння, і останнє з них вия­
вилося великим - обчислена мінімаль­
на відстань склала 56 млн. 135 тис. км. 

На рис. 11 показано рух планет Со­
нячної системи з точки зору спостеріга­
ча на Нептуні. Результати моделювання 
показують, що внутрішні планети Со­
нячної системи виконують повний оберт 
навколо Нептуна за 163 земних роки. 

Висновки 
1. Однією з умов успішного ви­

вчення основ комп'ютерного моделю­
вання є залучення школярів до проце-

Рис. 10 

Рис. 11 

% 
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су розробки математичних моделей і до 
експериментування з ними. 

2. Багато задач про рухи тіл під дією 
змінних сил можна розв'язати наближе­
но з досить високою точністю за допо­
могою чисельного аналізу, коли засто­
сування аналітичних методів виявляєть­
ся з різних причин неможливим. Саме 
тому автори факультативних курсів 
фізики (наприклад [1, 81-Щ) вважа­
ють доцільним ознайомлення школярів 
з основами чисельного аналізу. 

3. Постановка проблем дослідження 
не є традиційною, хоч здебільшого і 
не виходить за межі шкільних курсів 
математики, фізики й астрономії. Проте, 
сам процес їх вирішення і отримані ре­
зультати мають не лише пізнавальне, а 
й велике світоглядне значення: вони 
дають змогу школярам безпосередньо 
переконатися в тому, шо в тих випад­
ках, коли експериментування з реаль­
ними об'єктами виявляється принци­
пово неможливим, експерименти про­
водять з математичними моделями цих 
об'єктів. 
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