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Вступ

Збільшення кількості ліцеїв і гімназій фізико-математич- 
ного профілю, класів з поглибленим вивченням математики 
викликає необхідність видання методичного матеріалу з 
розв’язанням задач поглибленого та підвищеного рівня. 
Особливо це стосується геометрії. В шкільних підручниках з 
геометри задач на доведення дуже мало, особливо з тем: 
“Переміщення площини”, “Гомотетія і подібність”.

В посібнику доведено 33 задачі підвищеного і 
поглибленого рівнів з різних розділів планіметрії. Доведення 
записані сучасною символікою, тому вони компактні і красиві. 
Учень має можливість порівняти ланцюжок логічних міркувань з 
“літературними” записами, які є традиційними в шкільній 
геометрії.

Посібник дає можливість самостійно працювати учню як в 
аудиторії так і в домашніх умовах. В кінці посібника 
пропонується 20 задач для самостійної роботи із вказівками.

Бажаємо читачам успіхів і насолоди, яку нам приносить 
геометрія.

ЗАДАЧІ

Задача 1. У двох опуклих чотирикутників співпадають 
середини сторін. Доведіть, що площі цих чотирикутників 
рівні.

о
Рис. 1
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Розв’язання.

Дано: АВСИ і EFPQ -  опуклі чотирикутники. 
М, N ,1 1 ,1 -  середини їх сторін

Довести: Блвсй =

Доведення:

1) А Т 1 Д Д  АТ  = к\.

2) С 5 1 5 Д С 5  = Л2.

3) -Я̂ дсо -  $\лвп + Здсяо — — В й  • А| + — ВИ  • Л2 -

1= -Д О (Л | + Л2). 
2

5) ДС7Ш: ЛЬ -  середня лінія

4) ААВО: -  середня лінія => .
[Д£>||МУ

ГЯ£> = 2ЛА,
[ДОЦЛІ ’

MN  Ц ЛЬ, Л/Л/' = ЛЬ=> ММІІЬ -  паралелограм.

6) Лщги ~  — ММ • А| = — ВИ ■ к}.
2 4

7) &шя = І Д £ > А 2.
2 4

8) 5л/л/яі = — ВО (А і + Л2) => З’л/лгяі = — Длвсо (1)
4 2

9) Аналогічно: 5 * ,^  = і  

Ю)(1), (2) ‘Яіясй — ЗеЯРО-

(2)



Задача 2. Навколо трапеції описане коло. Довести, що це
можливо тоді і тільки тоді, коли ця трапеція рівнобічна.

Рис. 2
Доведення:
Достатність:

АВСЭ -  трапеція: ВС || А и , АВ = С£>.Дано:
Існує а  (О, Л): А, В,С, О є  а .Довести:

Доведення:
1) Нехай / -  вісь симетрії трапеції:

з і (а в )= о с
5,(В) = С
М -  середина АВ, И -  середина Сй:

М Е  =  ЕЙ, Е  є  І, МИ 1.1Б, (М) = И
2) &ОМЕ =  &ОИЕ (та двом а катетами) => О М  =  О/У, таким
чином серединні перпендикуляри ОМ і ОИ  перетнулися в
точці О е І.



Гонка О  -  центр описаного кола радіуса ОА 
Існує а  (О, ОА).

Рис. З

Необхідність:
Дано: а  (О, ОА) — коло, описане навколо трапеції АВСО 

А й  Ц ВС.
Довести: АВ = С£>.
Доведення:
1) В є  а , С є  а ,  ОВ = ОС \О В С -  рівнобедрений.
2) А є  а , О є  а , ОА = ОВ =3 ЛОАВ — рівнобедрений. 

Розглянемо пряму / — вісь симетрії кола і трапеції:
ВР = РС, АК = Кй.

(/!)= />] . ,
М * ) = с Г 5'

3) Симетрія відносно вісі / -  рух, тому АВ = ОС.
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Задача 3. Довести, що в прямокутному трикутнику сума
довжин катетів дорівнює сумі діаметрів вписаного і описаного
кола

Рис. 4

ДА В С -  прямокутний трикутник: Z  С = 90°;Дано
а  (Оь г) -  вписане коло в ААВО,
Р (О, Я) -  описане навколо ААВС коло.

2 (Я + г) = а + Ь.Довести:
Доведення:

АС = Р, СМ = СР = г
(МСРО\ -  квадрат, доведіть це).

ВМ = ВМ (як відрізки дотичних, проведених з однієї
BN = а -  гточки до кола а).

АЫ = Ь - г3) АЫ = АР (аналогічно).
4) АВ = АЫ + N8, с = а -  г + Ь - г  = а + Ь -  2г

(О, Н) -  описане навколо прямокутного
трикутника:

а + Ь = 2 (/? + г).а + Ь - 2 г  = 2Яс = 2Я



Задача 4. Два кола зовні дотикаються одне одного в точці С.
До них проведена спільна дотична (АВ), де А і В -  точки дотику

Доведіть, що АСВ = -

Рис. 5

Дано: а (Ои Я), В (0 2, г), а В -С ,
/1, Я -  точки дотику прямої АВ: АВ а = А,

Довести: ^  АСВ = 90°.
Доведення:
1) О є  А В, ОС -  дотична до кола а  і до кола В. проведена в

точці дотику С = а В;
2) ОА = ОС, як дотичні до кола а;

ОВ = ОС, як дотичні до кола В-
0Л -  ОС — ОВ, тобто точки А, В, С рівновіддалені від точки

О: О є центр кола, описаного навколо А/1ВС
3) точки А, О, В -  колінеарні: АВ -  діаметр описаного кола:

А А С В =



Задача 5. Всередині пералелограма АВСИ взята точка О. 
Довести, що сума площ АОАВ і АОСй  стала при будь-якому виборі 
точки О.

/wГ ^ 7
Рис. 6

Дано: AB C D - паралелограм.
О -  всередині паралелограма.

Довести: Smob + Ддого = const.
Доведення:
1) MN  Ц AD => AMND -  паралелограм. MN  = AD\ OeMN.
2) BF=h, B F l  AD. BE 1  OM, BE = h t\ E F ±  AD, EF=h2.

3) = $**,,+ \  OM A, + і  OM ■ h, = і  ОМ (A, + A,)=

= -O M -h .
2

4) S^-oo = — ON • h (аналогічно).

5> + S*™ - 1 OM ■ A + і  <W • A -  j;(OA/ + Otf) A = \  MN ■ A «

= - A D h .  
2

6) ^ e + 5 ^ W) = - 5 = c o n s t .



Задача 6. Довести, що пряма, яка з’єднує середини основ
трапеції і продовження бічних сторін трапеції, перетинаються в
одній точці.

Рис. 7

Дано: АВСО -  трапеція, А й  II ВС, АОг = Д>Д
ВО\ = ОіС; АВ С 0  = 0 .

Довести: О є  0,0?.

Доведення:
\НЧВ)=А

Но (ВС)= АО, 1*1 = 4 ^ .
н ' А с и о ВС

2) При гомотетії середина відрізка відображається на
середину відповідного відрізка:

Н І  ( а  = а .
3) Точки ОІ і 0 2 відповідні в гомотетії, тому точки О, О

і 0 2 -  колінеарні



Задача 7. АВСО -  квадрат. На стороні С£> взята точка М. К -
точка перетину сторони ВС із бісектрисою кута Z ВАМ. Доведіть,
що МА = ВК + иМ.

Рис. 8

Дано: АВСИ -  квадрат. М  є  С Д  АК -  бісектриса А ВАМ, А
є ВС.

МА = ВК + £>Л/.Довести:
Доведення

( я ) = я я;90 (вк) = ок',

2) ВК = ОК',

Я.90' (ААВК) = ААОК'.
3) ААМК -  рівнобедрений:

М 4 Г  = а + (90" -  2а) = 90" -  а , /  АК'М = /.АК В = 90" -  а ) ;
АМ -  МК = Л/£) + ДАТ = МЭ + ДАТ.
АМ = МО + ВК.





Задача 9. Доведіть, що відстань від будь-якої точки кола, 
описаного навколо правильного трикутника до однієї з його 
вершин, дорівнює сумі відстаней від цієї точки до двох інших 
вершин.

Дано: а  (О, R), ААВС: АВ = АС = ВС. M e  а .
Довести: AM = ВМ + МС.
Доведення:
1) Нехай Z  МАС = <р.
За теоремою синусів: МС = 2R sin ф, ВМ = 2R sin (60° -  ф);

2) ZMBC = - и М п С  = Ф;
2



Задача 10. Доведіть, що прямі, які з ’єднують послідовно 
центри квадратів, побудованих на сторонах паралелограма зовні 
його, утворюють квадрат.

Дано: ЛАСО-паралелограм.
А В Ш , в с д р ,  с о и я ,  ЛОТУ- квадрати;
0 |,  0 2, Оі, 0 4 -  відповідно їх центри.

Довести: 0 |0 2 0 з04 -  квадрат.

Р <?

У т

Рис. 11
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1) Нехай ВС = а, С й  = Ь, О = АС п  Вй.

2) ОгЕ ± В С ,Е  є ВС=>02Е=

3) ОЕ Ц С й  => ОЕ = -  .
2

Ь
4) 0 35 ± С Д  5 є СТ>=>035 =

5) 05||  ДС =>05= - .
2

6) >=> Z  0 £ 0 і  = ^  0 35 0  (кути із взаемно-£ 0 21 5 0 /  • з і /
перпендикулярними сторонами).

7) А 0 Е 0 2 = А О ^О  (ОЕ = О Д  Е 0 2 = БО,
Z  ОЕОп =  Z  ОіБО) => ОО, = 0 30 .

Доведення:

Д Д Д Д  -  ромб, діагоналі якого рівні. 
Таким чином, 0 ]0 20 20 А -  квадрат.

15



Задача 11. Точка М  належить основі ВС рівнобедреного 
трикутника А ВС. Точки О і основи перпендикулярів, опущених 
із М  на сторони АВ і АС. Довести, що ОМ + МО = Нь.

А

Рис. 12

Дано: ААВС:АВ = А С ,В Н ± А С ,В Н  = ИЬ;
М  є  ВС, М О 1  АВ, М О1  АС. 

Довести: ОМ +• МО = А*.

Доведення:
ВО=ВО'

1) 5 *  (£>) = О ’ => . ^  ОВС = Z  О'ВС ;

ZT)Л/Д = ZD'Л/fi

2) /Ю  ВС = ^АСВ=> ВО'\\СА\
3) ВИ || МО, Точки О', М, О -  колінеарні 

прямокутник => Я )  ’ = НВ = ЛА.
4) ОО ‘ = ОМ + МО ’ = ОМ + МО;
5) Ііь = ОМ+МО.

ВНОО'



Задача 12. На відрізках АВ і ВС (АВ + ВС = АС) в одній 
півплощині відносно прямої АВ побудовані правильні трикутники 
АВЕ і BCF. Точки М  і //-сер ед и н и  відрізків AF  і СЕ. Довести, що 
ABMN-  правильний.

F

Дано: АС = АВ + ВС;
ЛАВЕ: АВ = ВЕ = ЕА\
АВРС: ВР = РС = ВС.
АМ= МР,ЕИ = ИС.

Довести: ДМЛЩ -  правильний.

Доведення:

1} < ( Е ) = А

К ' І Ф Р
2) При повороті зберігається відношення точок: середина 

відрізка ЕС перейде в середину відрізка АР:
Я ?  ( //)  = Л/=>В// = ВМ, Z  АГВМ = 60- =>АВШ -  

правильний.

17
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Задача 13. Доведіть, що точки, симетричні з точкою А/ 
відносно середин сторін чотирикутника АВСО, є вершинами 
паралелограма.

Рис. 14

Дано: АВСО -  чотирикутник;
0 \, 0 2, 0 3, Оа -  середини сторін Л Д  АВ, ВС, С Д
■Ма/)=А/,;5ц (Л/)-Л/2;
^ ( А /) = А / , ;5 - 0<(А /)=А /4.

Довести: М\М2МіМа -  паралелограм.



Доведення:

1) ААВй: 0 \С>2 -  середня лінія => 0 \0 21| ОВ,

О.СК = І  ВИ => Б І  = 2 0 0 , .
2 *

2) ДММ\М< 0 \0 2 -  середня лінія: 0 \0 21| М\М2,

0 ,0 ,  = І  А/,А/, => к Г м ,  = 2 0 0 ,  .
2

3) 1), 2) М^М, = ОВ => Т (Л/, )=  Л/, •
/ж

5) А/,Л/, = Л/4Л/3 => Л/|А/2А/зЛ/4 -  паралелограм.

Вказівка: другий спосіб -  гомотетія.



Задача 14. Через точку А перетину двох кіл проведені
діаметри АС  і АО. Довести, що пряма СО проходить через другу
точку В перетину кіл.

Рис. 15

Дано: а  (О,, /?,), р ( 0 2, Л2), а  п  Р = {А, В).
А С -  діаметр а , АО -  діаметр р.

Довести: В є  СО.

Доведення

1) А/ШС: 0 \0 2 -  середня лінія: С й  || 0 | 0 2; С£> = 1 0 \0 2.

яЗ(о,)=с
н \ { о р Л = с о .

н 2Л о 2)= о

3) О є  АВ, О є  0 , 0 2, Я* (0)=  В => В е С й



Задача 15. В трапеції АВСЭ з основами А й  і ВС діагоналі
перетинаються в точці О. Довести, що кола, описані навколо
трикутників АО О і ВОС, дотикаються

Рис. 16

Дано: АВСИ -  трапеція. А й  || ВС. АС п  ВР  = 0
а  (О,. Л,) -  коло, описане навколо АВОС
Р ( 0 2. /?2) -  коло, описане навколо ААОО

Довести: а п р = { 0 } .

Доведення:
нк(о)=о

л и
')  Н к0 { в )= й Н ка (дОВС) = ДОЭА, |*| = ----.

ВС
Н о \С) — А

/ / ‘ (а) = р ;= >Я ‘ (0І) = 0 2,2) О, В, С е  а
а п р  = 0 .



Задача 16. Довести, що якщо відрізок, який з'єднує середини 
двох протилежних сторін чотирикутника, дорівнює півсумі двох 
інших сторін, то цей чотирикутник -  трапеція.

в с

Дано: АВСй -  чотирикутник: М Ы - середня лінія.

ж  = А О + в с .

Довести: А В С й -  трапеція.

Доведення:

1) Продовжимо /Ш.
2) NE = BN (точки В ,І Ї ,Е -  колінеарні).

^ в c N  = л т у  (ЯЛ/ = ЕК CN = Ш,
^  ВИС= Z  £Л/А як вертикальні) => ЯС = ЕО\ 
Z  ВСІ^ = Z  EDN.

3)

4)

ЛАВЕ: Л /Л '- середня лінія: MN=  — А Е , Л/Л/1| АЕ
2

ЛЛУ = АО+-9-Е- ю  АО + ИЕ = АЕ 
2

(точки А, Д  Е -  колінеарні).
АЕ || Я C (ZЯ C Л /=Z£D Л O .
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Задача 17. Довести, що в прямокутному трикутнику 

— < 0 ,5 1 де К  -  висота трикутника, г -  радіус вписаного кола.
К
Дано: ААВС\ / С =  90°, СЯ 1 АВ, СЯ = Лг, 

а  (О, г) -  коло, вписане в ААВС.

Довести: 0,4 < — <0,5-
К

В

Доведення:

1) О Е 1  СЯ, ОК = £Я  = г. А СОЕ: СО > СЕ, 
СО + ОК > СЕ + £Я  = Л,:





Задача 18. Доведіть, що в описаній рівнобедреній тралені
діаметр кола є середнє пропорційне між н основами.

Рис. 19

Дано: у (О, г) -  коло, вписане в АВСи
АВСО -  трапеція: /Ш  || ВС, АВ = СО

Довести: 2г=  у]ЛОВС

Доведення:
1) Л//у ±  АО, О є  Мп, М = ВС п  у, Лг = АО п  у
2) АОМС = АООС (МС = ОС, ОМ = ОО,

АОМС=АООС -  90 )
Z МОС = /  ООС = а ; Z  м о д 2а;

3) AOND = ДООО (аналогічно). Z  N 0 0  = Р, Z  N0(2 2Р
4) 2а  + 2р 1X0 а  + р = 90 Z СОО = 90

5) 00=^00 до = у/МС-^ 0  = =^у/вс-АО ;

2г = у[ВС~аЬ .6) г=  А А вс  АО





Задача 20. Точка М лежить всередині трикутника. Відстань
цієї точки до сторін трикутника дорівнює «і, я2, я3, а відповідні
висоти її і, її і, її).

я, я ,  я ,Довести, що —!- + —=- + - і  = 1 .

Дано: ДАВС: Л/ -  всередині трикутника.
р (Л/, А О  = </,, р (Л/, Д О  = </2, р (Л/, АВ) = </,.

Довести: + + =

Рис. 21

Доведення:

1) 5, -  $ммс— а ;





Задача 21. Довести, що сума обернених величин довжин 
висот трикутника дорівнює оберненій величині радіуса вписаного 
кола, тобто

_1_ _1_ _1_ = ^

К  + К  + К  г

а , 
2 $ ’ 
Ь . 

2 Б '
с

2 \  25

Додамо ці рівності:



Задача 22. В трикутнику АВС А А = ЗО , /  й  = 50 . Довести
що довжини сторін трикутника задовольняють умову:

** і 1с -Ь~а =

Дано: ДАВС: А А  = 30°, Z  Д = 50°.
с2-Ь -Довести: а =

Доведення:
1) Z  С=  100°, СМ -  бісектриса: Z  ВСМ = 50°,

Z /Ш C  = 100
ВМ ВС , ВМ а м , ,  с .=  ; -----= -  = — ; аі + Ьі -  с\ і = ------ ,
МА АС МА Ь Ьі

ВМ = аі, МА = Ьі => ВМ = —— ; МА =
а+Ь а + Ь

Рис. 22

3) ААМС ~  ААСВ: (за двома кутами)
АМ АС = — => с 2 -  (а + Ь)Ь
АС АВ (а+Ь)Ь с

с -Ь=> с -  аЬ + Ь2 => а =



Задача 23. Точка дотику вписаного кола розділяє гіпотенузу
прямокутного трикутника на два відрізки, довжини яких т і п

Довести, що площа трикутника дорівнює тп.

Дано: АЛВС: /  С =  90°. а  (О, г) -  вписане в ААВС
а п Л В  = {л}
АК = т. КВ = п

Довести: 5длвс = тп.
Доведення

П с 1 АГ' ПО 1 / . \і . \ тп + (т + п)г + г 25л.ч« = - А С С В  = -{т  + г){п + г) = -------■ '------------

2) ААВС: АВ2 = АСг + В Ґ= >  (т + п )' =
= (т + г)‘ + (п + г)

'  + 2 тп + п2 = пГ + 2тг + г2 + п2 + 2 пг + г2
= (т + п) г + гтп

Рис. 23

3) (1), (2) =эБМВс = тп.



Задача 24. Довжини сторін трикутника складають арифме
тичну прогресію. Висота, проведена до середньої за величиною
сторони, дорівнює А. Довести, що радіус кола, вписаного в

трикутник, дорівнює —

Рис. 24

Дано: ААВС\ + с, Ь, а; ВИ 1  АС, АС = о; ВО = А.

Довести: г = — , г - радіус кола, вписаного в ААВС

Доведення:
1) Нехай а = с + 2а, Ь = с + а,

іі -  різниця арифметичної прогресії.

2) 5 ^ — =-АА = — (с + </)А-

с 1 __ с + (с + </)+(с + 2</) 3 (с + £/) _
‘-'длят - Г Р -  І  І  г

4) - ( с + с/)А = —(с + => г = —•



Рис. 25

Дано: а  (О,, /?,), Р (Ог, Я2); А є  ВС, В є  а ,  С є  р.
А є  £ Д
О є  а , Е  є  р.

Довести: Ви\\ЕС .
Доведення:

1) //* (а ) = р , А < 0.

2) Точки Д  Д, £  -  колінеарні (за умовою)

Аналогічно:
Я *(£»)=£

Н к.{йВ)= ЕС => £Ш ||£С •
я*(д)=с

Задача 25. Довести, що якщо через точку дотику двох кіл 
провести прямі, які перетинають обидва кола, а точки перетину 
прямих з колами з ’єднати хордами, то ці хорди паралельні.



Задача 26. Три середні лінії трикутника розбивають його
чотири частини. Площа однієї з них дорівнює 5. Доведіть, що
площа даного трикутника дорівнює 45.

Рис. 26

Дано: ААВС: С|, А{, В, -  середина сторін АВ, ВС, АС. 

Довести: 5д4дс = 45.



Задача 27. Діагоналі трапеції розбивають її на чотири
трикутника. Доведіть, що якщо площі двох з них, які прилягають
до основи трапеції, дорівнюють р  і </ , то площа трапеції дорівнює
(Р + Я) •

Рис. 27

Дано: АВСЭ -  трапеція: АЭ  || ВС. В^ик-р', Вхюр ~ Ч~

Довести: Влвсо = ІР + Я)

Доведення:

1) Л'і — 5т — 5дсоо- Нехай ОВ — а , ОС — о

ОС /)(X -
2) я ;м = с ; й - * ’ - ? '

ОВ а
/ / ‘ (о )  = й; 1*1 = —  = > о о  =

1*1 1*1о о





Задача 28. Всередині трикутника взята довільна точка О і 
через неї проведені три прямі, паралельні сторонам трикутника. Ці 
прямі ділять трикутник АВС на 6 частин, із яких три с 
трикутниками. Площі цих трикутників дорівнюють $2 і 53.

Довести, що площа трикутника АВС дорівнює (^5^ + ^5 7  + f  •

В

Рис. 28

Дано: ААВС: А2В21| АВ, Я,С, || ВС,АхСг || АС.
)а,а, = > ^лоцн, ~ = •

Довести: = (у[^ + УІБІ + ^ } .
Доведення:
1) Нехай АВ2 = а, В2ВХ = Ь, ВХС = с, 5ДЛВс ~ $ .

АОА,А2~ААСВ. А  = _ £ _ => Д  =
5  (а + Ь + с)' І 5  а + Ь + с

Аналогічно Д -  =  - —  ; Д ^  =   —  ;
V 5  а + Ь + с і 5  а + Ь + с

Ж і ^ і Ж =і= . 5 . ( д ^ * Д Ї -
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Задача 29. Дані два концентричних кола. Довести, що сума 
квадратів відстаней від точки одного кола до кінців діаметра 
другого кола не залежить ані від вибору точки, ані від обраного 
діаметра.

Рис 29

Дано: а  (О, В), Р (О, г); М  є  а , АВ -  діаметр кола р. 

Довести: АМ2 + МВ2 = сопбі.

Доведення:

1) Введемо прямокутну систему координат ОВ = Ох, 
ОС = Оу (ОС 1  ОВ). М (х, у), А ( -  г, 0), В (г, 0).



Задача ЗО. Два кола дотикаються зовнішнім способом. 
Чотири точки дотику їх зовнішніх дотичних А , В, С, й  послідовно 
з’єднані. Довести, що в чотирикутник АВСй можна вписати коло і 
знайти його радіус, якщо радіуси даних кіл дорівнюють Я і г.

Рис. ЗО

Дано: а  (Оь Я), Р (0 2, г)\ Ай, ВС -  спільні дотичні.

Довести: АВ + С й  = /Ш  + ВС. Знайти р -  радіус кола, 
вписаного в АВСО.

Доведення:

1) М 0 2 Ц ВС => М 02СВ -  прямокутник
{/. В = Z  С =  90°) => МО, = ВС.



6) Н'{СЕ)=ВЕ\ ВЕ = к. СЕ = - - ^ ^ -
г Я + г

2я4Яг 
Я + г

7) АВ + СО = 2 (СЕ + В П =  А^ ( И + Г)  = 4 ^  .
Я + г

8) АО + ВС = 2ВС = Ау[Яг .

9) АО + ВС = АВ + СО. Таким чином, в чотирикутник АВСО 
можна вписати коло.

Обчислення:
10) Нехай у (О, р) -  коло, вписане в чотирикутник АВСО. 

ЕЕ = 2р.



Задача 31. Через точку А, яка лежить поза колом, проведені
дві прямі, одна з яких дотикається кола в точці В , а друга перетинає
це коло в точках С і Д  причому точка С лежить між точками А і І).
Доведіть, що /Ш  • АС = АВ~.

Доведення:
Проведемо аналіз того, що треба довести:

А й  -АС = АВ2 .
А В

Рис. ЗІ

Із запису (1) видно, що потрібно розглянути ААВС і ААОВ. Із
запису (1) також видно, що в трикутниках АВС і АИВ є спільний
кут А. Треба довести подібність цих трикутників. Кут АВС,
утворений дотичною АВ і січною ВС вимірюється половиною дуги
ВтС:

АВС = — и  ВтС

Кут А й  В також вимірюється половиною дуги ВтС: ААВС  =

ССЭВ = —и  ВтС , тому що кут СОВ -  вписаний. Таким чином

\А В С  ~  ААОВ => (1), що і т. д.



Задача 32. Довести, що будь-яка точка опуклого 
чотирикутника належить принаймні одному з кіл, діаметром яких є 
сторони чотирикутника.

Дано: АВСЭ -  опуклий чотирикутник, а  (О, Я) -  коло,
АВ -  діаметр. А/ -  точка опуклого чотирикут
ника.

Довести: М е  а  V р V у V є (Р -  коло, побудоване на 
діаметрі ВС, у -  коло, побудоване на діаметрі С Д  є -  коло, 
побудоване на діаметрі АО).

Доведення:
Нехай Л Е ± В О ,С Е ± В О .

Розглянемо \АВЕ. Оскільки трикутник АВСй опуклий, він 
знаходиться по одну сторону від кожної із своїх сторін. Тому всі 
точки прямокутного трикутника ААВЕ належать колу а . 
Чотирикутник АВСй  розбитий на 4 прямокутних трикутника 
ААВЕ, \ВЕС, ААЕО і АОЕС. Тому будь-яка точка чотирикутника 
АВСй  буде належати принаймні одному з кіл а , Р, у, або є .
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Задача 33. На основах АВ і С£> трапеції АВСЭ побудовані 
квадрати (поза трапецією). Довести, що пряма, яка проходить через 
центри квадратів, проходить і через точку перетину діагоналей 
трапеції.

Дано: АВСЭ -  трапеція, АВ || С Д  АС п  В й  = О.
АВМИ -  квадрат, побудований на АВ,
СО(^Р -  квадрат, побудований на СО.
0\ -  центр квадрата АВММ,
0 2 -  центр квадрата СО()Р.

Довести: О є  ( Д Д ) .

Доведення:



Рис. 33

Гомотетія зберігає відношення відрізків. Тому середина
відрізка МА перейде в середину відрізка [£?С]:

н ж )= о 2.

Таким чином, точки О, і 0 2 відповідні в гомотетії з центром в
точці О і коефіцієнтом к, тому точки О і і 02 колінеарні з точкою О,
що і треба було довести.



1. В паралелограмі АВСО точка М  середина СВ, N 
середина СО. Довести, що прямі АМ  і А ії ділять діагональ ВО на 
три рівних частини.

Вказівка: медіани в точні перетину діляться у відношенні 
2 : 1 .  рахуючи від вершини.

2. Довести, що у всякому трикутнику добуток двох сторін 
дорівнює добутку висоти, опущеної на третю сторону і діаметра 
описаного кола.

Вказівка: скористатися формулою для площі трикутника, 
вираженої через радіус описаного кола.

3. Довести, що в будь-якій трапеції площа трикутника, 
основою якого є одна з непаралельних сторін, а вершиною 
середина протилежної сторони, дорівнює половині площі 
трапеції.

Вказівка: через середину однієї сторони провести пряму 
паралельну другій бічній стороні.

4. Навколо кола описана рівнобічна трапеція АВСО. Точки 
Е і К  -  точки дотику цього кола з бічними сторонами АВ і СО. 
Доведіть, що відрізок ЕК || АВ.

Вказівка: перпендикуляр до середин основ трапеції є віссю 
симетрії для кола і трапеції.

5. Через кінці дуги кола, яка містить 120°, проведені
дотичні, і в фігуру, обмежену цими дотичними і даною дугою, 
вписане коло. Довести, що довжини вписаного кола дорівнює 
довжини даної дуги. •

6. В прямокутному трикутнику ААВС кут В = 90°, ВО -  
висота, опущена на гіпотенузу АС. Доведіть, що ВО дорівнює 
сумі радіусів кіл, вписаних в ААВС, ААОВ і А СОВ.

7. Доведіть, що лінія центрів двох кіл, які перетинаються, 
ділить навпіл їх спільну хорду.

Вказівка: доведіть, що лінія центрів є віссю симетрії двох 
кіл.

С .4М О С ТИ Н А РОБОТА
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8. Дам рівнобедрений трикутник ABC, Л і г -  радіуси 
описаного і вписаного кіл. Доведіть, що відстань між центрами 
кіл дорівнює

у[Ш  -  2 г ) .
Вказівка: скористайтеся тим, що шукана відстань дорівнює

також
|/:-(/?+  г ) .// висота до основи.

9. В трикутнику висота і медіана, проведені з однієї 
вершини ділять кут при цій вершині на З рівних частини. 
Доведіть, що ку ги цього трикутника дорівнюють 30°, 60° і 90°.

10. Доведіть, що в трапеції, діагоналі якої є бісектрисами 
кутів при одній основі, довжини трьох сторін рівні.

Вказівка: нехай в трапеції ABCD ВС || AD. Доведіть, що 
ЛАВС і ABCD -  рівнобедрені.

11. В рівнобедреному трикутнику з основою а і бічною 
стороною b кут при вершині дорівнює 20°. Доведіть, що а3 + b' =
=  3  аЬ1.

Вказівка: а = 2b sin 10°. Підставте в рівність і 
скористайтесь формулою для синуса потрійного кута.

12. Кожна сторона опуклого чотирикутника перетинається 
деяким колом в двох точках, причому довжини відрізків сторін, 
які лежать всередині кола, рівні. Доведіть, що і даний 
чотирикутник можна вписати коло.

Вказівка: доведіть, що центр вписаного кола співпадає з 
центром даного кола, а точками дотику будуть середини відрізків 
сторін, які лежать всередині даного кола.

13. Доведіть, що із всіх трикутників з даним периметром 
найбільшу площу має правильний трикутник.

Вказівка: використайте формулу Герона.
14. Доведіть, що якщо с -  довжина гіпотенузи 

прямокутного трикутника, а, b -  довжини катетів, то площа
S\ABC = Р (Р -  с) = (р -  а) (р -  Ь), де р = (а + b + с) / 2.
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15. Доведіть, що якщо площі двох прямокутних 
трикутників відносяться як квадрати гіпотенуз, то трикутники 
подібні.

16. Доведіть, що якщо в трикутник вписані три рівних 
квадрата, то трикутник правильний.

Вказівка: розглянути симетрію відносно прямих, які 
містять бісектриси кутів трикутника.

17. Дано два конгруентних кола а  (0 \, г) і (3 (0 2. г). які 
перетинаються в точках М і N. Пряма /, паралельна 0 \0 2 
перетинаг коло а  в точках А і В. а коло [3 -  в точках С і О. 
Довести, що величина кута АМС не залежить від положення 
прямої /, якщо прямі АВ і СО співнапрямлені і І г> (МЯ) * 0.

Вказівка: розглянути паралельне перенесення: Т: 0\ —» 0 2.
18. Пряма, паралельна стороні АВ трикутника АВС, відсікає 

від нього трикутник МСИ. Довести, що кола, описані навколо 
трикутників АВС і ^^CN, дотикаються.

Вказівка: розглянути Я *.
19. Довести, що в трикутнику точка перетину медіан, центр 

кола, описаного навколо трикутника і ортоцентр лежать на одній 
прямій.

■ і
Вказівка: розглянути Н0г , де О -  точка перетину медіан.
20. Довести, що основи перпендикулярів, опущених з будь- 

якої точки кола на три прямі, які містять сторони вписаного в 
нього трикутника, лежать на одній прямій.

Вказівка: нехай О є  (О, г), М. N  і Р -  основи 
перпендикулярів, опущених із й  на (АВ). (ВС) і (АС). Довести 
подібність двох пар трикутників: АВМП і ДПСР. \В О С  і ДМОР.
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