
ВИВЧЕННЯ ФРАКТАЛЬНИХ КЛАСТЕРІВ ЗА ДОПОМОГОЮ 

ІМІТАЦІЙНИХ КОМП’ЮТЕРНИХ МОДЕЛЕЙ 
 
 

І.О. Теплицький, С.О. Семеріков 

Україна, м. Кривий Ріг 

Центрально-Міська гімназія 

Криворізький державний педінститут 

 
Розглянуто методику початкового ознайомлення студентів та старших школярів з 

уявленнями про фрактальні об’єкти. На основі досвіду роботи авторів з комп’ютерного 
моделювання пропонується набір алгоритмів для створення моделей фрактальних об’єктів і 
вивчення їх властивостей. Матеріал складається з трьох частин, якi об’єднано головною 
метою – проiлюструвати приклади адекватного застосування комп’ютерного моделювання у 
сучасних природничо-наукових дослiдженнях. 

 

ПОПЕРЕДНI ЗАУВАЖЕННЯ 
Ну, почнемо! Дiйшовши до кiнця нашої 
iсторiї, ми будемо знати бiльше, нiж тепер. 

Г.Х. Андерсен. «Снiгова королева». 
 
Геометричнi властивостi найрiзноманiтнiших об’єктiв природи – вiд масштабiв 

атомного ядра до Всесвiту – займають центральне мiсце в моделях, що їх будують 
дослiдники з метою «зрозумiти» природу. Геометрiя траєкторiй руху частинок, гiрських 
ланцюгiв, берегових лiнiй, островiв, басейнiв рiк, зерен у скельних породах i металах та 
композитних матерiалах, комах i живих клiтин, геометрична структура кристалiв та молекул 
– коротше кажучи, геометрiя природи займає центральне мiсце у рiзних галузях 
природознавства. Традицiйно у основi iнтуїтивного уявлення i розумiння цiєї геометрiї були 
евклiдовi прямi, кола, сфери, тетраедри тощо. Кожна наука намагалася розвинути свої власнi 
поняття, пристосованi до її потреб: наприклад, у бiологiв – морфологiя, у фiзикiв – 
чотиривимiрний простiр i т.п. 

У 1975 роцi з’являється перша, а у 1982 роцi – друга книга бельгiйського математика 
Бенуа Б. Мандельброта (зараз працює у США) пiд назвами «Фрактали: форма, випадок, 
розмiрнiсть» та «Фрактальна геометрiя Природи», якi збуджують загальний iнтерес до 
фрактальної геометрiї. Зокрема, вiн повiдав свiтовi про об’єкти, якi вiн назвав фракталами. 
Поняття це було введено самим Мандельбротом i походить вiд латинського fractus – 
дробовий, посiчений. 

Поява у останнi десятилiття ефективної комп’ютерної графiки призвела до 
iнтенсивних дослiджень нетрадицiйних геометричних об’єктiв у багатьох галузях 
природничих наук. Поняття фракталу полонило уяву вчених, що працюють у багатьох 
галузях науки, i роботи, у яких фрактали обговорюються з рiзноманiтних позицiй, як на 
погляд спецiалiстiв, з’являються тепер майже щоденно. Важливо, що на сьогоднi єдиного й 
строгого означення фракталу не iснує – можливо, внаслiдок його об’єктивної складностi та 
унiверсальностi, а можливо – внаслiдок молодостi самої фрактальної геометрiї. Принаймнi, 
те, що iснує, виявляється складним i не завжди достатньо чiтким та однозначним. Такого 
стану у рiзнi часи зазнала кожна наука. 



Найбiльш глибоке враження справляють комп’ютернi кольоровi iлюстрацiї 
фрактальних об’єктiв. Розглядаючи їх, важко уявити, що це не фотографiї реальних 
ландшафтiв, хмар, морських узбереж, вирощених кристалiв тощо. Спочатку навiть не 
вiриться, що цi зображення – результат роботи за «якимись там» алгоритмами. Але 
програмуючий користувач комп’ютера, побачивши цю красу, надовго проймається почуттям 
захвату. Одночасно виникає бажання зрозумiти цi загадковi фрактали i спробувати їх 
вiдтворити. 

Пропонований до уваги матеріал призначено для ознайомлення початківців з 
поняттям фракталу та практичного дослідження властивостей фрактальних об’єктів з 
використанням комп’ютера. 

Пропонований матеріал складається з трьох частин, якi об’єднано головною метою – 
проiлюструвати приклади адекватного застосування комп’ютерного моделювання у 
сучасних природничо-наукових дослiдженнях. 

У Частині I подано попереднi вiдомостi про фрактальнi об’єкти та вводиться їх 
основна кiлькiсна мiра – фрактальна розмiрнiсть. 

Змiст Частини II становить розгляд питання про самоподiбнiсть фракталiв на 
прикладi регулярних фрактальних об’єктiв i розглянуто методику визначення фрактальної 
розмiрностi. 

Частину III присвячено практичним дослiдженням фрактальних кластерiв на основi 
створених авторами iмiтацiйних моделей. Зокрема, фрактальна структура об’єкту 
дослiдження доводиться шляхом визначення його фрактальної розмiрностi. Пропонуються 
такi об’єкти: 

– перколяцiйний кластер на порозi протiкання, 
– процес утворення морських берегових лiнiй та островiв; 
– процес електролiзу в полi плоского та точкового катодiв. 
Сюжетний матерiал для постановки задач запозичено iз статей журналу «Квант» [5], 

«Информатика и образование» [7] та з монографiї «Фракталы» [6]. 
Конкретнi методи роботи з iмiтацiйними моделями вiдповiдають Главi 13 з [2] та 

Роздiлам 4, 5 з [1], якi за своїм змiстом фактично присвяченi геометричним моделям у їх 
практичному застосуваннi до актуальних проблем сучасної фiзики. 

Загальнi принципи побудови комп’ютерних математичних моделей витримано згiдно 
[3], [4]. 

Початок Частини 3 цитовано з [7] (стор. 93). 
Частини 2 i 3 забезпечено комп’ютерною пiдтримкою у виглядi авторських програм 

для IВМ-сумiсної технiки мовою С++. При створеннi програм частково було використано 
алгоритми з [5] та [7]. Зазначимо, що у нас вони зазнали суттєвого вдосконалення, завдяки 
чому при роботi з моделями забезпечується не лише ефективний динамiчний вивiд на екран 
зображень вiдповiдних процесiв, а й можливiсть практичного знаходження кiлькiсних 
характеристик об’єктiв. Зокрема, повнiстю автоматизовано нагромадження експерименталь-
них даних, їх статистична обробка та вивiд результатiв дослiдження (обчислювального 
експерименту) у табличному та графiчному виглядi. 

Iлюстрацiї (Мал. 2, 3, 7) є вiдтворенням вiдповiдних малюнкiв з [2] та [6] за 
допомогою графiчного редактора, решта сiм – згенеровано відповідними програмамами. 
Зауважимо тут, що нiякi застиглi чорно-бiлi iлюстрацiї не здатнi у повнiй мiрi скласти 
уявлення про спостережуванi картини та передати ті почуття, що їх справляє спостереження 
процесу їх творення на кольоровому дисплеї комп’ютера.  

 



Частина I. 
ФРАКТАЛИ. ФРАКТАЛЬНА РОЗМIРНIСТЬ. 

Багато речей нам незрозумiлi не тому, що нашi 
поняття слабкi, а тому, що цi речi не входять до 
кола наших понять.  

К. Прутков. «Плоди роздумiв». 
 

Незважаючи на те, що опис пов’язуючого кластеру, заснований на зоровому 
сприйняттi, є суб’єктивним, все одно про такi кластери говорять як про розгалудженi, 
розрiдженi i волокнистi у тому розумiннi, що їх нiяк не можна схарактеризувати як щiльнi, 
компактнi, заповненi. 

 

 
 
Мал. 1. Перколяцiйний фрактальний кластер (чорнi комiрки), згенерований на сiтцi 100х100 комiрок 

для порогу протiкання. Бiлi комiрки – прохiднi (59%), сiрi – перешкоди (41%). З малюнку добре видно, що 
такий кластер мiстить поржнини всiх розмiрiв. 

 
Останнiм часом опис i вивчення таких об’єктiв здiйснюється в рамках нової – 

фрактальної геометрiї. Кiлькiсною мiрою структурностi цих об’єктiв є так звана фрактальна 
розмiрнiсть Df. З метою дати означення фрактальної розмiрностi Df пригадаємо спочатку 
деякi поняття звичайної евклiдової геометрiї. Розглянемо круговий або сферичний об’єкт 
масою М i радiусом R. Вiн може бути або суцiльним (однорiдна густина), або мiстити 
порожнини, але у любому випадку ми припустимо, що його густина не залежить вiд розмiру 
(Мал. 2). 

 
 
 
 
 
Мал. 2. Кiлькiсть “точок” на одиницю площi в обох кругах однакова. 
 



Отже, при збiльшеннi радiусу об’єкта вiд R до 2R його маса збiльшуватиметься у R2 
разiв, якщо об’єкт коловий, або у R3 разiв, якщо вiн сферичний. Цей зв’язок маси й розмiру 
можна подати у виглядi 

  DRRM ~ , (1) 
де D – розмiрнiсть простору. Об’єкт, у якого маса й розмiр пов’язанi спiввiдношенням (1), 
зветься «компактним». Дане спiввiдношення означає, що при збiльшеннi лiнiйного розмiру 
об’єкта у R разiв за незмiнної форми його маса збiльшуватиметься у RD разiв. Це масштабне 
спiввiдношення маса – розмiр тiсно пов’язане з iнтуїтивним уявленням про розмiрнiсть. 
Воно також є корисним узагальненням на розмiрностi, бiльшi трьох, або такi, що не є цiлими 
числами. 

Зв’язок мiж масою об’єкта та його характерним розмiром R можна визначати у бiльш 
загальному виглядi, нiж за формулою (1). На цьому засновано одне з формулювань 
означення фрактальної розмiрностi 

  fDRRM ~ . (2) 
Об’єкт називають «фрактальним», якщо вiн задовольняє спiввiдношенню (2) зi 

значенням Df, меншим за просторову (евклiдову) розмiрнiсть D. 
Якщо для об’єкта виконується спiввiдношення (2), то його густина не буде 

однаковою для всiх значень R, а масштабується у такий спосiб: 

  DD
D

fR
R
MR ~~ .  (3) 

Оскiльки Df<D, то густина фрактального об’єкта зменшується iз збiльшенням його 
розмiру. Дана масштабна залежнiсть (3) густини є кiлькiсною мiрою уявлення про фрактали 
як про розрiдженi або розгалудженi об’єкти. Iнший метод опису фрактального об’єкту 
засновано на припущеннi, що фрактальний об’єкт мiстить порожнини всiх розмiрiв. 

Цей факт добре проглядається на Мал. 1, де порожнини являють собою комiрки 
бiлого та сiрого кольорiв (прохiднi та непрохiднi). Такий перколяцiйний кластер є прикладом 
випадкового або статистичного фракталу, оскiльки для нього, як виявляється, 
спiввiдношення (1) маса–розмiр виконується лише «у середньому», наприклад, при 
усередненнi значень M(R) для великої кiлькостi кластерiв за умови, що беруться рiзнi 
початковi точки вiдлiку в серединi кластеру. На Мал. 3 у подвiйному логарифмiчному 
масштабi зображено залежнiсть маса – розмiр для перколяцiйного кластеру, згенерованого 
на квадратнiй сiтцi 61х61 комiрок. Як стане видно з подальшого викладу, наш метод 
визначення фрактальної розмiрностi таких об’єктiв дещо вiдрiзняється вiд зазначеного вище. 

 

 
 

Мал. 3. Графiк залежностi ln M вiд ln R для порогу протiкання. 
 

В усiх реальних фiзичних системах спiввiдношення (3) виконується не для будь–яких 
масштабiв довжини, а обмежується верхньою та нижньою границями. Наприклад, нижня 
границя довжини обумовлюється тiєю чи iншою макроскопiчною вiдстанню (перiод 

Наклон=1,85 



решiтки, вiдстань мiж складовими частинами об’єкту тощо). У чисельному моделюваннi 
верхня границя довжини звичайно обумовлюється кiнцевим розмiром системи. Наявнiсть 
зазначених границь ускладнює обчислення фрактальної розмiрностi. 

 

Частина 2. 
РЕГУЛЯРНI ФРАКТАЛИ ТА САМОПОДIБНIСТЬ. 

Алiса не знала вiдповiдi нi на перше питання, нi 
на друге, i тому їй було однаково, як їх задавати. 

Л. Керролл. «Пригоди Алiси в Країнi Чудес». 
 
Змiст виразу   fDRRM ~  полягає ще й у тому, що фрактальнi об’єкти є 

самоподiбними: вони мають однаковий вигляд у любому просторовому масштабi. Образно 
кажучи, їх вигляд не повинен змiнитися, коли ми подивимося на них неозброєним оком, а 
потiм крiзь лупу. Для з’ясування сутi самоподiбностi звернемося до деяких прикладiв 
регулярних фракталiв – об’єктiв, що є самоподiбним за усiх масштабiв довжини. 

 

1. Триадна крива Кох. 
Наведемо послiдовнiсть операцiй (алгоритм) для побудови цiєї кривої. Починаємо з 

вiдрiзку одиничної довжини (Мал. 4). Роздiлимо його на три рiвнi частини i видалимо 
середню, яку замiнимо на два вiдрiзки довжиною 1/3 кожен так, що на кривiй з’являється 
трикутний горб. При цьому довжина кривої стає рiвною 4/3. На наступному кроцi кожен 
сегмент довжиною 1/3 дiлиться на три частини довжиною 1/9 i процедура повторюється 
(Мал. 4.в). Довжина кривої стає рiвною 16/9. 

 

→ →

 
 

Мал. 4. Побудова триадної кривї Кох. 
 
Якщо уявити собi, що зазначена процедура буде повторюватися нескiнченну кiлькiсть 

разiв, то повинна одержатися крива нескiнченної довжини, що складається з нескiнченної 
кiлькостi нескiнченно малих вiдрiзкiв. Така крива має назву «триадна крива Кох». 

Для визначення фрактальної розмiрностi цiєї кривої звернемося до дещо простiшої 
ситуацiї. Розглянемо спочатку вiдрiзок одиничної довжини, подiлений на N однакових 
частин довжиною d кожна, так що dN 1 . У мiру зменшення d значення N зростатиме 

лiнiйно, як i слiд чекати для одномiрної кривої. Аналогiчно, якщо подiлити квадрат 
одиничної площi на N рiвних квадратикiв зi стороною d, то одержимо N =1/d – очiкуваний 
для двомiрного об’єкту результат. Можна стверджувати, що у загальному випадку 

Dd
N 1
 , 

тут D – розмiрнiсть об’єкту. Пiсля логарифмування обох частин цiєї рiвностi можна подати 
розмiрнiсть у знайомому виглядi 

d

ND f 1ln

ln
  



Застосуємо цi мiркування до кривої Кох. Ми знайшли, що при кожному зменшеннi 
довжини D нашої одиницi вимiру у три рази кiлькiсть сегментiв збiльшується у чотири рази. 
Таким чином, маємо N=4, D=1/3. 

Отже, фрактальна розмiрнiсть триадної кривої Кох дорiвнює 

...26186,1
3ln
4ln
fD  

Таким чином, можна стверджувати, що крива Кох вже не є одномiрною, але ще й не 
двомiрна. Виявилося, що кривi, подiбнi до кривої Кох, у природi складають скорiш правило, 
анiж виключення. Такими, зокрема, є морськi узбережжя або видимi обриси хмар. 

 

2. Серветка та килим Серпiнського. 
Серветка Серпiнського являє собою побудову, що породжує криву з петлями усiх 

розмiрiв (Мал. 5). Затравкою є рiвнобiчний трикутник з усiма внутрiшнiми точками. 
Утворюючий елемент виключає iз затравки центральний трикутник, сторона якого вдвiчi 
менша за сторону попереднього, тобто при кожному наступному кроцi трикутник разом з 
внутрiшнiми точками (зафарбований) замiнюється N=3 трикутниками, зменшеними з 
коефiцiєнтом d=1/2. На малюнку подано першi п’ять поколiнь. 

 

 
 

Мал. 5. Побудова трикутної серветки Серпiнського. 
 
Для обчислення фрактальної розмiрностi серветки Серпiнського знов скористаємося 

спiввiдношенням 

d
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де N=3, D=1/2. Одержуємо ...58,1
2ln
3ln
fD  

З серветкою Серпiнського тiсно пов’язана iнша крива – так званий килим 
Серпiнського. Його зображено на Мал. 6. Затравкою тут є квадрат, а утворюючий елемент 
складається з N=8 квадратiв, одержаних iз затравки стисненням з коефiцiєнтом подiбностi 
d=1/3. Нескiнчено багато поколiнь породжують фрактальну криву. При переходi до 
граничної фрактальної кривої чорнi дiлянки зникають, а повний периметр «дiр» у килимi 
Серпiнського стає нескiнченним. 

 

       
 

Мал. 6. Побудова трьох перших поколiнь килима Серпiнського. 
 



Фрактальна розмiрнiсть цього об’єкту  ...89,1
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Як зазначається у [6] на стор. 33, кривi Серпiнського часто використовують при 
моделюваннi багатьох фiзичних явищ. Зокрема, при дослiдженнях деяких властивостей 
металевих плiвок їхню структуру подавали у виглядi серветки Серпiнського 10-го поколiння: 
тим самим забезпечувалися достатньо малi вiдстанi мiж структурними елементами. 
Результати такого моделювання на диво гарно узгоджуються з теоретичними 
передбаченнями. 

 

Частина 3. 
ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНА ЧАСТИНА. 

Нарештi Грифон промовив до Делiкатеса: 
«Гаразд, старий, давай. Рушаймо. Не можна ж 
весь день товкти воду у ступi». 

Л. Керролл. «Пригоди Алiси в Країнi Чудес». 
 

У цiй частинi розглядаються практичнi дослiдження фрактальних кластерiв на основi 
створених авторами вiдповiдних моделей. Розглянуто методику такої роботи. Ця методика 
охоплює основнi етапи моделювання: постановка задачi (створення змiстовної моделi) → 
математична модель → обчислювальний експеримент → iнтерпретацiя результатiв → 
висновки. 

 

1. Фрактальна розмiрнiсть перколяцiйного кластеру. 
Лiд зрушився, панове присяжнi засiдателi! 

I. Iльф, Є. Петров. «Дванадцять стiльцiв». 
 
Явище перколяцiї (протiкання) дає зручний приклад для знайомства з фракталами. 

Зокрема, з вiзуального огляду перколяційного кластеру на порозі протікання можна виявити, 
що вiн виявляється розрiдженим (Мал. 1). Проте сам по собi цей факт ще не дає пiдстави 
стверджувати, що одержаний об’єкт є фракталом. Наявнiсть розрiджень можна розглядати 
як необхiдну, але не достатню умову фрактальностi об’єкту. Висновок про фрактальнiсть 
можна зробити лише за умови, що фрактальна розмiрнiсть об’єкту Df менша за евклiдову D i 
при цьому не є цiлим числом. 

Маючи на метi пошук вiдповiдi на питання, чи є згаданий кластер фрактальним, 
скористаємося спiввiдношенням (2), за яким визначалася фрактальна розмiрнiсть 

L
MD f ln

ln
 . 

Робота ведеться за таким планом: 
1. За допомогою нашої програми «CLASTER» на квадратнiй сiтцi розмiрами LхL 

комiрок генерується перколяцiйний кластер для порогу протiкання (доля 
непрохідних комірок від загальної їх кількості становить 41%). 

2. Пiдраховується кiлькiсть комiрок, якi належать кластеру. Знайдене число 
розглядається як маса M кластера. 

3. До звiтної таблицi заносяться значення L та M. 
4. п.п. 1-3 виконуються для L=50, 60, 70, 80, 90 i 100 (для кожного L по декiлька разiв з 

наступним усередненням). 
5. За даними таблицi будується графiк залежностi M=M(L) у подвiйному 

логарифмiчному масштабi (на горизонтальнiй вiсi вiдкладаються ln(L), а на 
вертикальнiй – ln(M). Нахил цього графiка характеризує фрактальну розмiрнiсть Df. 



6. Обчислюється фрактальна розмiрнiсть згiдно виразу 

L
MD f ln

ln
 . 

Примiтка. Для якісного проведення роботи п.п. 2-6 програма «CLASTER» виконує 
автоматично. Адже це сама трудомiстка частина роботи, а за значної кiлькостi комiрок вона 
стає взагалi неможливою без ОЕМ. 

В результатi дослiдження було одержано Df=1.7, що дозволило дiстати висновку: 
розглянутi кластери з пороговим значенням перколяцiї є фрактальними. 

 

2. Довжина берегової лiнiї.  
Спочатку зiтворив Бог небо й землю. Земля ж була 
безвидною й пустою, i темрява над безоднею, i 
Дух Божий носився над водою 

Бiблiя. 
 

Ця живописна картина, намальована у перших вiршах Книги Буття, послугує нам 
вiдправною точкою для дослiдницької експедицiї пiд назвою «Узбережжя». 

Наш ковчег кидає якiр неподалiк вiд первiсного i поки що iдеально рiвного берега: ми 
припускаємо тут, що Господь, який щойно закiнчив свої труди, не попiклувався про 
створення посiченої берегової лiнiї у її сучасному варiантi. Вiн, напевно, мав право вважати 
себе творцем законiв, а не форм i, не прагнучи рiзноманiтностi, прокреслив уздовж лiнiйки 
пряму, поклавши по один бiк вiд неї сушу, а по другий залишивши воду. Дослiдники, якi 
знаходяться на ковчезi, є свiдками iсторичного моменту. На лiнiї горизонту з’являються 
першi хвилi.Безжалiсний вiтер кидає їх у рiзнi сторони, але вони неухильно наближаються 
до берега. Спостерiгачi на суднi помiчають, що будь-яка хвиля на кожному кроцi свого руху 
випадково обирає один з трьох можливих напрямiв до берега. Такий характер руху хвиль 
зберiгається до моменту їх зiткнення з берегом. Хвиля, що ударяє елемент берега, або 
видаляє його, якщо сила її удару достатня для руйнування даної берегової породи, або, 
вiдбиваючись, продовжує рух за тим самим законом. 

Декiлька слiв про нашу програму «SEA_SHORE», яка моделює цей процес. Iз самого 
початку для кожного елемента первiсного берега обирається цiле випадкове число з деякого 
наперед заданого iнтервалу. Воно є критерiєм твердостi i задає кiлькiсть хвиль (ударiв), 
необхiдних для руйнування даного берегового елементу. Таким чином, усi можливi значення 
умовної твердостi берегових порiд мiстяться мiж границями зазначеного iнтервалу. При 
кожному ударi хвилi з критерiю твердостi вiдповiдного елемента берега вiднiмається 
одиниця і запам’ятовується нове значення. Якщо критерiй стає рiвним нулевi, хвиля видаляє 
даний елемент берега i, виконавши свою мiсiю, зникає. Замiсть «вiдпрацьованої» хвилi на 
лiнiї горизонту одразу ж з’являється нова. Якщо критерiй не стає нулевi, хвиля знову обирає 
один зтрьох випадкових напрямiв руху. 

Програма працює у дiалоговому режимi i дозволяє вводити будь-якi розумнi межi 
iнтервалу для критерiїв твердостi окремих елементiв сушi, а також у широких межах 
варiювати розмiри цих елементiв – комiрок сiтки. Змiнюючи межi критерiїв, користувач 
може одержувати на екранi зображення рiзноманiтних за виглядом берегових лiнiй – вiд 
пiщаних плесiв до глибоких скельних фiордiв. Зокрема, у наших експериментах було 
встановлено, що задовiльнi обриси фiордiв виникають, коли мiнiмальним критерiєм брати 1, 
а максимальний критерiй брати однаковим для сiток рiзних розмiрiв (наприклад, 100). 
Проте, саме головне у розмовi про фрактали полягає не тiльки i не стiльки у привабливому 
виглядi картинки, скiльки у подальшому дослiдженнi самого фрактального об’єкту, яким у 
розглядуваному випадку є берегова лiнiя, а точнiше – її довжина. Наша програма 
«SEA_SHORE», на вiдмiну вiд описаних на рiвнi алгоритмiв у лiтературi, здатна 
обчислювати довжину L берегової лiнiї i тим самим надавати можливiсть для визначення її 



фрактальної розмiрностi. У цьому розумiннi програма є оригiнальною. У якостi фракталів ми 
можемо розглядати також i острови, i вимиту частину берега (тодi острови вiдiграватимуть 
роль порожнин). 

Зазначимо, що розглянута модель являє собою модель Агрегацiї з Обмеженням 
Дифузiї (АОД). Суть її полягає в тому, що модельна частинка, яка дифундує у дослiджуване 
середовище, блукає у ньому, аж поки не зiткнеться з iснуючим там первiсним тiлом – 
агрегатом. Як тiльки це вiдбувається, частинка приєднується до агрегату, доповнюючи його. 
В результатi росте новоутворення – кластер, структура якого i є предметом обговорення у 
данiй моделi. Щоправда, у нашому випадку використано інверсну агрегацiю: блукаюча 
частинка при стиканнi з агрегатом не приєднується до нього, а, навпаки, видаляє елемент 
агрегату. 

То ж повернемося до наших дослiдникiв – пасажирiв ковчега, – яких ми залишили у 
момент споглядання початку творення берегiв i повернемо їх у сьогодення. Не дуже важко 
зрозумiти, чому обриси берегових лiнiй на сучаснiй географiчнiй картi свiту мало схожi на 
первiснi: за довгий час робота моря далася взнаки. Якнайбiльший iнтерес для учасникiв 
експедицiї «Узбережжя» на сучаснiй картi являє узбережжя Норвегiї: воно настiльки 
вигадливе, що можна тiльки дивуватися на цей витвiр природи. На шляху до цiєї країни, 
вони вирiшують поки що за допомогою карти одержати вiдповiдь на питання: «Якою є 
довжина берегової лiнiї Норвегiї ?» 

У масштабi карти добре видно глибокi фiорди на захiдному узбережжi. Бiльш дрiбнi 
деталi обрисiв узбережжя на пiвнiчному сходi вiд пiвденної кiнцiвки розрiзнюються вже 
гiрше. Проте, розглядаючи бiльш докладнi карти для плавання вздовж цiєї дiлянки, можна 
переконатися, що берегова лiнiя тут має практично такий самий вигляд, як i на захiдному 
узбережжi (щоправда, у зменшеному масштабi). 

Перш, нiж вiдповiсти на головне питання, учасникам експедицiї необхiдно вирiшити 
ще декiлька проблем: чи варто включати до берегової лiнiї острови? як бути з рiчками? у 
якому мiсцi фiорд перестає бути фiордом i де саме вiн переходить у рiчку? Припустимо, що 
вони зможуть знайти задовiльнi вiдповiдi на всi питання такого роду. Та все одно найбiльш 
принципове утруднення залишиться. Справа у тому, що коли вони нададуть розхиловi 
циркуля довiльного розміру, який вiдповiдатиме d км, i пiдрахують кiлькiсть крокiв N(d), якi 
потрiбно зробити, щоб пройти циркулем уздовж карти з кiнця в кiнець все узбережжя, то у 
такому разi за довжину берегової лiнiї треба буде прийняти величину 

L=N(d)-d. 
Деякi учасники експедицiї вважають таку оцiнку неточною i пропонують зменшити 

довжину d одиничного вiдрiзку, а далi повторити все спочатку. Iншi заперечують, говорячи, 
що в такому разi у довжину берегової лiнiї хоч i ввiйдуть найбiльш глибокi фiорди, але 
пiвденно-схiдне узбережжя, як i ранiше, буде долатися за кiлька крокiв.Стає зрозумiлим, що 
для ще бiльш точного пiдрахунку можуть статися у нагодi такi карти, якими користуються 
сусiди для розв’язання питань про те, де повинен проходити кордон мiж їхнiми земельними 
дiлянками. Отже, при вирiшеннi питань такого роду уточнення можна вносити нескiнченно. 
Крiм того, при користуваннi циркулем неодмiнно виникатимуть проблеми з островами та 
рiчками. Але iснує принципове обмеження знизу – мiнiмальний розхил циркуля. 

Крiм обходу за допомогою циркуля, iснує альтернативний спосiб: вкрити карту 
сiткою з комiрками розмiром dxd кожна. Кiлькiсть N(d) таких комiрок, необхiдних для 
покриття берегової лiнiї на картi, приблизно дорiвнює кiлькостi крокiв для обходу берегової 
лiнiї на цiй самiй картi за допомогою циркуля з розкриттям d. Зменшення d призведе до 
збiльшення кiлькостi комiрок, якi укладатимуться у довжину берегової лiнiї. 

Якщо берегова лiнiя Норвегiї має цiлком певну довжину LN, то можна сподiватися, 
що кiлькiсть крокiв циркуля або кiлькiсть квадратних комiрок N(d) для покриття берегової 
лiнiї на картi, буде обернено пропорцiйною d, а довжина L(d)=N(d)-d при зменшеннi d 
прямуватиме до постiйної величини LN. Проте, цим сподiванням не судилося здiйснитися i, 
отже, вони є марними. 



З Мал. 7 видно, що при зменшеннi розмiру d кроку вимiряна довжинаL зростає. 
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Мал. 7. Кiлькiсть комiрок розмiром dхd, необхiдних для покриття берегової лінії Норвегії. 
Пряму у полвійному логарифмічному масштабі побудовано за результатами вимiрювань 
згiдно залежностi N(D)=ad–D. 
 
Графiк на цьому малюнку виконано у подвiйному логарифмiчному масштабi, i вiн 

показує, що при зменшеннi d вимiряна довжина берегової лiнiї аж нiяк не прямує до 
постiйного значення. Навпаки, вимiряна довжина чудово вписується у наближену формулу 

  DaddL  1 . 
Для звичайної кривої можна було б чекати, що за достатньо малих d a=LN i показник 

D=1. Але для берегої лiнiї Норвегiї, як це видноз графiка, D=1,52. 
Берегова лiнiя – це фрактал з фрактальною розмiрнiстю Df. Якби учасники експедицiї 

визначали довжину берегової лiнiї Великобританiї, то вони дiйшли того самого висновку, 
але для фрактальної розмiрностi одержали б D=1,3. 

Практична робота (обчислювальний експеримент) з використанням програми 
«SEA_SHORE» ведеться за таким планом: 

1. На квадратнiй сiтцi розмiрами NхN комiрок наочно будується морське узбережжя, 
зафарбовується берегова лiнiя i програмно на екран виводиться кiлькiсть комiрок сiтки, що 
покривають берегову лiнiю, тобто її довжина L. 

 

 
 

Мал. 8. Берегова лiнiя, побудована на сiтцi 100х100 комiрок. 
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2. До звiтної таблицi заносяться значення L та N. 
3. п.п. 1-2 виконувалися для N=100, 90, 80, 70, 60, 50 (для кожного N по декiлька разiв 

з наступним усередненням). 
4. За даними таблицi будується графiк залежностi L=L(N) у подвiйному 

логарифмiчному масштабi (на горизонтальнiй вiсi вiдкладалися ln N, а на вертикальнiй – 
ln L. Нахил цього графiка характеризує фрактальну розмiрнiсть Df. 

5. Фрактальна розмiрнiсть обчислюється згiдно виразу 

N
LD f ln

ln
 . 

 

3. Утворення кристалiчних структур.  
Раз иголка, два иголка – будет ёлочка. 

З дитячої пiснi. 
 
Модель АОД (агрегацiї з обмеженням дифузiї) у її безпосредньому виглядi самою 

своєю назвою викликає цiлком певнi асоцiацiї: у пам’ятi одразу ж виникають конкретнi 
образи – явище електролiзу, утворення снiжинок та коралових рифів тощо. При створеннi 
АОД-моделi ми керувалися одним з основних принципiв моделювання, який передбачає 
вивчення однакових явищ за допомогою рiзних моделей i рiзних явищ за допомогою 
однакових моделей. 

 

3.1. Моделювання електролiзу у полi плоского катоду. 
Якщо у попереднiй моделi зробити декiлька незначних змiн, то можна перетворити її 

на модель електролiзу, яка здатна демонструвати процес електролiтичного вiдновлення 
металу. Пiд час роботи вiдповiдної програми «FR_CLAST» роль хвиль виконуватимуть iони 
металу. Вони також зазнаватимуть випадкових вiдхилень при своєму русi до катоду 
електролiтичної вани. Катод у виглядi тонкої лiнiї розташовано на нижньому краї екрану. Як 
тiльки черговий iон торкатиметься або катоду, або частинки металу, яка вже осiла на нього, 
вiн, вiдновлюючись, приєднується до агрегату, а замiсть нього з протилежного боку 
з’являється новий, що дифундує у вану. При цьому на кожному кроцi слiд перевiряти 
наявнiсть частинок у безпосереднiй близькостi вiд нього. Якщо їх нема, iон рухатиметься 
далi, якщо ж сусiда визначено – агрегує з ним. 

Урiзноманiтнити дослiдження можна, зменшуючи розмiр катода до зовсiм короткого 
вiдрiзку. 

На Мал. 9 зображено типовий кластер, утворений на сiтцi 100х100 комiрок пiд 
керуванням програми «FR_CLAST». 

 

 
 

Мал. 9. Кластер, згенерований на сiтцi 100х100 комiрок. 



 
Для визначення фрактальної розмiрностi даного об’єкту скористаємося виразом 

L
ND f ln

ln
 , тут N – кiлькiсть частинок у кластерi, L – розмiр сiтки. 

Для цих кластерiв ми одержали Df=1,7. Отже, вони є фракталами. 
 

3.2. Моделювання електролiзу у полi точкового катоду. 
Розглянемо електролiтичну вану з точковим катодом, розташованим у центрi кола, 

яке вiдiграватиме роль анода. Якщо напруженiсть електричного поля буде достатньо малою, 
то кожен окремий iон можна розглядати як частинку, яка дифундує у просторi мiж 
електродами. Дiйсно, силова дiя катодного потенцiалу повинна обмежуватися деяким 
радiусом: iони, що наблизилися до катоду ближче за цей радiус, екранують катод вiд решти 
iонiв. Iз зменшенням обраного потенцiалу величина радiусу взаємодiї може ставати 
достатньо малою. Такий рух триває до тих пiр, поки iон не торкнеться катоду – первiсного 
агрегату (затравки) – i не агрегує з ним. 

Будь-яка спроба розв’язати задачу «в лоб» виявляється майже безнадiйною внаслiдок 
дуже малої ймовiрностi агрегацiї для частинки, яка знаходиться на помiтнiй вiдстанi вiд 
катоду i здiйснює випадковi блукання. Це принципове утруднення долає метод ренорм-
групи. 

Iдея методу полягає у такому. Нехай у початковий момент часу спостережувана 
електролiтична вана знаходиться на такому вiддаленнi вiд експериментатора, що видається 
дуже малою i мiстить лише невелику кiлькiсть розрiзнюваних i практично точкових 
дiльниць. За кожен такт часу iон, що безладно рухається у ванi, долає вiдстань вiд однiєї 
дiльницi до iншої у випадковому напрямi. Оскiльки спостережуваних дiльниць мало, 
ймовiрнiсть агрегацiї велика i внедовзi цей iон приєднується до кластеру. У мiру зростання 
кластеру ми немов би наближаємося до вани i збiльшуємо масштаб її подання так, щоб 
завжди залишалося не дуже багато периферiйних елементiв, у яких може блукати ще не 
агрегований iон. 

У практичнiй реалiзацiї це означає, що навколо початкового кластеру – катода 
обирається прямокутне вiкно, верхня сторона якого дещо вища за найвищий елемент 
кластеру, нижня сторона – нижча за найнижчий елемент, лiва сторона – лiвiша найлiвішого 
елемента, а права – правiша найправішого. У випадкових точках цього вiкна з’являються 
дифундованi iони, якi рухаються пiсля появи у випадкових напрямах, вiдбиваючись вiд 
стiнок вiкна. Самого ж вiкна не видно. Якщо приєднаний iон виявляється вище попередньої 
найвищої точки кластеру, верхня сторона вiкна вiдсувається на крок вгору. Так само 
поводять себе решта три сторони. 

Вiдповiдна програма має iм’я «SNOW_AOD». Таке iм’я пiдкреслює той факт, що 
вона генерує кластер, який за виглядом дуже нагадує сніжинку і при поглядi на побудований 
картинку не можна визначити, який об’єкт моделювався – явище електроiзу чи утворення 
снiжинки. Чи є цей факт випадковим? Мабуть, нi. Адже, як визначають фахiвцi, виникнення 
обох об’єктiв у теорiї описується схожими рiвняннями. 

Мал.10 iлюструє вигляд подiбних кластерiв. 
Фрактальна розмiрнiсть утворюваних тут об’єктiв визначається через функцiю 

залежностi N=N(R), де N – кiлькiсть частинок у колi радiуса R iз центром у затравцi 
(первiсному агрегатi): 

R
ND f ln

ln
 . 

Якщо сiтка квадратна, то R можна розглядати як радiус вписаного у неї кола i, отже, 

R=L (L – розмiр сторони сiтки). Тодi 
L
ND f ln

ln
 . 



 
 

Мал. 10. Рiст кластеру на дисплеї ЕОМ пiд керуванням програми «SNOW_AOD». 
 
Генеруючи кластери на сiтках рiзних розмiрiв i пiдраховуючи кiлькiсть частинок у 

кластерi (програма автоматизує пiдрахунок), можна обчислити фрактальну розмiрнiсть 
утворених об’єктiв. 

За нашими даними для кластерiв такого типу фрактальна розмiрнiсть приблизно 
становить Df=1,7. 

Якщо, зберiгаючи блукання, збiльшувати ймовiрнiсть просування iону у напрямi 
катоду, то можна iмiтувати змiну катодного потенцiалу i одержувати кластери рiзного виду. 

 

ВИСНОВКИ. 
Де початок того кiнця, котрим закiнчується початок? 

К. Прутков. «Плоди роздумiв». 
 
1. Виявляється, що фракталами є переважна бiльшiсть природних об’єктiв: поклади 

нафти та газу, хмари та рельєфи планет (у тому числi й окремi ландшафти), поверхнi живих 
iстот i твердих тiл та багато-багато iншого. Цей факт наводить на думку, що ми живемо 
серед систем, якi за своєю геометрiєю є фрактальними. При цьому, однак, розмiрнiсть 
простору, у якому ми живемо, як доводять данi перевiрки фiзичних законiв, вiдрiзняється вiд 
3 не бiльш, нiж на 10–10. 

2. Дивно й цiкаво, що за допомогою порiвняно простих, а iнколи й примiтивних 
моделей удається одержувати наочнi та правдоподiбнi уявлення про достатньо складнi 
процеси, якi ще не зовсiм дослiдженi у сучаснiй науцi. При цьому важко чекати, що у 
кожному випадку модель даватиме бездоганнi результати. Адже у основу кожної з моделей 
покладено випадковi значення певних змiнних. Зокрема, таким є вибiр напряму чергового 
перемiщення (блукання) частинки у пропонованих нами моделях. Ось чому для пiдвищення 
точностi i надiйностi результатiв стає необхiдним багаторазове повторення моделювання за 
незмiнних значень параметрiв. 

Не викликає нiяких сумнiвiв те, що i утворення берегових лiнiй, i процес електролiзу, 
i рiст снiжинок, i iншi природнi подiї, якi ми iмiтували за допомогою моделей, у дiйсностi 
вiдбуваються значно складнiше, нiж за нашими модельними уявленнями про них. Проте, у 
всiх наших прикладах проглядається їхня глибинна спiльнiсть належнiсть до фракталiв – i 
водночас одержуються результати, якi цiлком задовiльно погоджуються з даними натурних 



експериментiв та спостережень. Ось чому дуже часто iмiтацiйне моделювання дає 
дослiдниковi можливiсть наблизитися до розумiння законiв, що лежать у основi виучуваних 
явищ: завжди можна порiвняти результати моделювання з даними, одержаними iз 
спостережень або за допомогою моделей, побудованих на основi iнших концепцiй. 

Поняття фракталу, строго кажучи, вiдноситься до нескiнченного об’єкту. Саме тому 
для об’єктiв iз скiнченими розмiрами Б. Мандельброт запропонував назву «передфрактал». 
Отже, всi розглянутi нами об’єкти по сутi являють собою передфрактали певного поколiння. 

3. Запозичуючи алгоритми з рiзних джерел, а такж створюючи свої власнi, ми 
постiйно пiклувалися про кiнцевого користувача i намагалися вдосконалити вiдповiднi 
програми так, щоб вони були придатними не лише для унаочнення розглядуваних явищ, а й 
для виконання практичних дослiджень. Саме комп’ютер виконує у нас одноманiтнi й нуднi 
розрахунки, пов’язанi iз статистичною обробкою даних, побудовою таблиць та графiкiв, з 
виведенням їх на екран або принтер. 

Але не це було тут головним. Таку роботу, врештi решт, мiг би виконати i сам 
користувач. А ось чи змiг би вiн пiдрахувати кiлькiсть елементiв, якi входять до складу 
кластеру, утвореному на сiтцi розмiрм 100х100=10000 комiрок? Звичайно, нi. Така робота 
пiд силу лише комп’ютеру. 

Сподiваємося, що дана робота у певнiй мiрi виправдала свою головну мету – 
проiлюструвати приклади адекватного застосування комп’ютерного моделювання у 
сучасних природничо-наукових дослiдженнях. 

4. Як i минулорiчна, дана робота може бути використана для комп’ютерної пiдтримки 
практичних занять факультативних курсiв «Основи комп’ютерного моделювання» (як це 
робиться у нас) або ж спецкурсу»Фiзика твердого тiла». 

5. Основним джерелом добору тем для наших самостiйних дослiджень був i 
залишається журнал «Квант». Принаймнi, цiкавим продовженням даної роботи було б 
моделювання i дослiдження на фрактальнiсть кластерiв, якi виникають у складних 
бiологiчних системах iз взаємодiєю окремих спiвтовариств (популяцiй) типу «хижак–
жертва» або їм подiбних. 

* * 
* 

Адам Казимирович натиснув педалi. «Антилопа» заскреготала i зупинилася. 
I. Iльф, Є. Петров. «Золоте теля». 
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